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温 故 知 新 
三 角形 的 内 角 和 和 


美 籍 华人 陈省身 教授 是 当代 举世 闻名 的 数学 
家 ， 他 十 分 关心 祖国 数学 科学 的 发 展 。 人 们 称赞 
他 是 “中 国 青年 数学 学 子 的 总 教练 ”。 

1980 年 ， 陈 教授 在 北京 大 学 的 一 次 讲学 中 语 
惊 四 座 : 

“人 们 常 说 ， 三 角形 内 和 角 和 等 于 180°。 但 是 ， 
这 是 不 对 的 !1” 

大 家 人 坦然。 怎么 回 事 ? 三 角形 内 角 和 是 
180"， 这 不 是 数学 常识 吗 ? 

接着 ， 这 位 老 教授 对 大 家 的 疑问 作 了 精辟 的 
解答 : 


КАЛ ЕЗ ЕЗ ИЕ 
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说 “三 角形 内 角 和 为 180。” 不 对 ， 不 是 说 这 
个 事实 不 对 ， 而 是 说 这 种 看 问题 的 方法 不 对 ， 应 
当 说 “三 角形 外 角 和 是 360°%”1 

把 眼光 盯 住 内 角 ， 只 能 看 到 : 

三 角形 内 角 和 是 180°; 

四 边 形 内 角 和 是 360°; 

五 边 形 内 角 和 是 540°; 


п 边 形 内 角 和 是 (п-2) х180°, 
这 就 找到 了 一 个 计算 内 角 和 的 公式 。 公 式 里 
出 现 了 边 数 n。 
如 果 看 外 角 呢 ? 
三 角形 的 外 角 和 是 360°; 
四 边 形 的 外 角 和 是 360°; 
形 的 外 角 和 是 360°; 


任意 nn 边 形 外 角 和 都 是 360°。 
这 就 把 多 种 情形 用 一 个 十 分 简单 的 结论 概括 


起 来 了 。 用 一 个 与 n 无 关 的 常数 代替 了 与 请 有 关 
的 公式 ， 找 到 了 更 一 般 的 规律 。 

设想 一 只 蚂 蚊 在 多 边 形 的 边界 上 绕 圈 子 (图 
1-1) 。 每 经 过 一 个 顶点 ， 它 前 进 的 方向 就 要 改 
变 一 次 ,改变 的 角度 恰好 是 这 个 顶点 处 的 外 角 。 
假 了 一 圈 ， 回 到 原 处 ， 方 向 和 出 发 时 一 致 了 ， 和 角 
度 改变 量 之 和 当然 恰好 是 360。。 


图 1-1 
这 样 看 问题 ， 不 但 给 “多 边 形 外 角 和 等 于 
360"” 这 条 普遍 规律 找到 了 直观 上 的 解释 ， 而 且 
立刻 把 我 们 的 眼光 引 向 了 更 宽广 的 天 地 。 
一 条 凸 的 财 曲 线 一 一 和 卵 形 线 ， 谈 不 上 什么 内 
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角 和 与 外 角 和 。 可 是 蚂蚁 在 上 面 候 的 时 候 ， 它 的 
方向 也 在 时 时 改变 。 它 息 一 圈 ， 角 度 改 变量 之 和 
5 = 360° (图 1-2)。 


81-2 
“外 角 和 为 360*”， 这 条 规律 适用 于 封闭 曲 
线 ! 不 过 ， ЖЕЖ, = 
“方向 改变 量 之 和 ”来 代替 
“外 角 和 ”罢了 。 

对 于 四 多 边 形 ， 就 要 把 
“方向 改变 量 总 和 ” 改 为 
“方向 改变 量 的 代数 和 ” 
(图 1-3)。 不 妨 约定 : Йй 


时 针 旋 转 的 角 为 正 角 ， 顺 时 针 旋 转 的 角 为 负 角 。 
当 蚂 蚁 在 图 示 的 四 四 边 形 的 边界 上 锯 行 的 时 候 ， 
ЕА А, А, 处 ， 由 方向 的 改变 所 成 的 角 是 正 
角 : 41, /2, /4; 而 在 4; 处 ， 由 方向 的 改变 
所 成 的 角 是 负 角 : 43。 如 果 你 细 细 计算 一 下 ， 
这 4 个 角 正 负 相抵 ， 代 数 和 恰 是 360°。 

上 面 说 的 都 是 平面 上 的 情形 ， 曲 面 上 的 情形 
又 是 怎样 呢 ? 地 球 是 圆 的 。 如 果 你 沿 着 赤道 一 直 
向 前 走 ， 可 以 绕 地 球 一 圈 回 到 原 地 。 但 在 地 面 上 
测量 你 前 进 的 方向 ， 却 是 任何 时 刻 都 没有 变化 。 
也 就 是 说 : 你 绕 赤 道 一 周 ， 方 向 改变 量 总 和 是 
0°1 

圈子 小 一 点 ， 你 在 房间 里 走 一 图 ， 方 向 改变 
量 看 来 仍 是 360°。 

不 大 不 小 的 圈子 又 怎么 样 呢 ”如 果 让 蚂蚁 沿 
着 地 球 仪 上 的 北 回归 线 绕 一 圈 ， 它 自己 感到 的 
(也 就 是 在 地 球 仪表 面 上 测量 到 的 ) 方向 的 改变 


量 应 当 是 多 少 呢 ? 
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用 一 个 圆锥 面罩 着 北极 ,使 圆锥 面 与 地 球 仪 
表面 相 切 的 点 的 轨迹 恰好 是 北 回归 线 (ЕТ 
4)。 这 样 ， 蚂 蚁 在 球面 上 的 方向 的 改变 量 和 在 锥 
面 上 方向 的 改变 量 是 一 样 的 。 把 锥 面 展 开 成 扇 
形 ， 便 可 以 看 出 ， 蚂 蚁 绕 一 圈 ， 方 向 改变 量 的 总 
和 ， 正 好 等 于 这 个 扇形 的 圆心 角 (图 1-5): 


180° 27r _ 180°. 271ѕ1п23. 5° 
л 1 л [ 


Ө = 
~143.5° ( 国 锥 侧面 展开 成 扁 形 的 园 心 角 0= 2) 


从 


图 1-4 图 1 一 35. 
要 弄 清 这 里 面 的 奥妙 ， 不 妨 看 看 蚂蚁 在 金字 塔 上 
沿 正 方形 息 一 周 的 情形 (图 1-6)。 它 的 方向 在 拐角 


图 1-6 
处 改变 了 多 大 角度 ? 把 金字 塔 表面 摊 平 了 一 看 便 知 : 在 
B 处 改变 量 是 180° - (1+ 人 2); 绕 一 圈 ， 改 变量 是 
4х180°-(/1+/2+/3+/4 
+{5+/6+/7+/8) 
= / АОВ + / ВОС + 2 СОР + / ПОА 
这 个 和 ， 正 是 锥 面 展 开 后 的 “扇形 角 ”( 图 1 一 7)! 
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早 在 2000 多 年 前 ， 欧 儿 里 德 时 代 ， 人 们 就 已 经 
知道 三 角形 内 角 和 是 180*。 到 了 19 世纪 ,德国 数学 
家 、 被 称 为 “数学 之 王 ” 的 高 斯 ， 在 对 大 地 测量 的 研 
究 中 ,找到 了 球面 上 由 大 圆 弧 构 成 的 三 角形 内 角 和 的 
公式 。 又 经 过 几 代 数学 家 的 努力 ， 直 到 1944 年 ， 陈 
省 身 教授 找到 了 一 般 曲面 上 封闭 曲线 方向 改变 量 总 和 
的 公式 (高 斯 一 比 内 一 陈 公 式 )， 把 儿 何 学 引入 了 新 
的 天 地 。 由 此 发 展 出 来 的 “ 陈 氏 类 ”理论 ， 被 誉 为 划 
时 代 的 贡献 ， 在 理论 物理 学 上 有 重要 的 应 用 。 

从 普通 的 、 众 所 周知 的 事实 出 发 ， 步 步 深入 、 推 
广 ， 挖 掘 出 广泛 适用 的 深刻 规律 。 从 这 里 显示 出 数学 
家 透彻 、 犀 利 的 目光 ， 也 表现 了 数学 家 穷 妃 不 舍 、 孜 
孜 以 求 的 探索 真理 的 精神 。 


了 不 起 的 密 率 


提起 中 国 古 代 的 数学 成 就 ， 都 会 想起 南北 朝 时 期 
的 祖冲之 。 提 起 祖冲之 ， 大 家 最 熟悉 的 是 他 在 计算 贺 


周 率 7 方 面 的 杰出 贡献 ， 他 推算 出 : 

3. 1415926 < л <3. 1415927 
他 是 世界 上 第 一 个 把 r 值 准确 计算 到 小 数 点 后 第 七 位 
的 人 。 


祖冲之 还 提出 用 了 3 作为 天 的 近似 分 数 。 人 们 里 


一 些 时 候 已 经 知道 的 一 个 近似 分 数 是 学 ， 但 误差 较 


i ту. 
К. Жора тащ ч”, во е" рае 


到 了 日 本 ， 日 本 人 把 它 叫 “ 祖 率 "。 
很 多 人 都 知道 用 3 表示 的 近似 值 是 一 项 了 不 


起 的 贡献 。 但 是 ， 它 的 妙 处 ， 却 有 不 少 人 说 不 出 来 ， 
或 者 说 不 全 。 
首先 ， 它 相当 精确 : 


355 
113 = 3. 14159292035 


п =3. 1413920535897… 
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学 
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所 以 ,误差 不 超过 0. 000000267。 也 就 是 说 : 


355 
113 < 0. 000000267 
И ер 


唯一 功劳 。 只 要 把 并 算得 精确 了 ， 用 个 分 数 代表 下 还 
不 容易 吗 ? 比方 说 ， 祖 冲 之 既然 把 关 算 到 小 数 点 后 
位 ， 那 么 自然 可 以 用 分 数 


314159265 _ 62831853 
100000000 20000000 


来 作为 工 的 近似 值 ， 误 差 不 超 过 0. 000000005, їл 
更 精确 ? 

但 是 ， 这 个 分 数 的 分 母 比 113 大 得 多 。 分 母 大 
了 ， 就 不 便 写 、 不 便 记 。 

在 数学 家 看 来 ， 好 的 近似 分 数 ， 既 要 精确 ， 分 母 
最 好 又 不 太 大 。 这 两 个 要 求 是 矛盾 的 。 于 是 就 要 定 下 
分 子 和 分 母 怎么 比 法 。 

我 们 不 妨 看 看 分 母 大 小 相同 的 时 候 ， 谁 更 精确 一 
点 。 这 有 点 像 举重 比赛 ， 按 运动 员 的 体重 来 分 级 : 轻 


=3. 14159265 


量 级 和 轻 量 级 比 ， 重 量 级 和 重量 级 比 。 这 样 一 比 ， 
T 访 的 好 处 就 显 出 来 了 。 


如 果 你 再 耐 着 性 子 算 一 算 ， 就 又 会 发 现 : 在 所 有 
分 母 不 超过 113 的 分 数 当 中 ， 和 最 接近 的 分 数 就 是 


13° 所 以 ， 人 们 把 它 叫做 的 一 个 “最 佳 近 似 分 
数 "。 

如 果 允 许 分 母 再 大 一 些 ， 允 许 分 母 是 一 个 3 位 
кыз ооло. 
是 否定 的 : 任何 一 个 分 母 小 于 1000 的 分 数 ， 不 会 比 
"ртт. 


再 放宽 一 点 ， 分 母 是 4 位 数 呢 ? 使 人 惊奇 的 是 ， 
在 所 有 分 母 不 超过 10000 的 分 数 当中 ， 仍 找 不 到 比 


-更 接近 大 的 分 数 。 


事实 上 ， 在 所 有 分 母 不 超过 16500 的 分 数 当中 ， 
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1 二 是 当之无愧 的 冠军 ! 祖冲之 的 
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密 率 之 妙 ， 该 令 人 叹服 了 吧 ! 

也 许 你 会 问 : 有 谁 一 个 一 个 地 试 过 ? 如果 没 试 
过 ， 这 冠军 是 如 何 产生 的 呢 ? 

数学 家 看 问题 ， 有 时 候 虽 然 也 要 一 个 一 个 地 检 
查 ， 但 更 多 的 是 从 逻辑 上 推断 ， 一 览 无 遗 地 弄 个 明明 


白白 。 要 说 明 分 母 不 超过 16500 的 分 数 不 会 比 113 更 


接近 zx ， 道 理 并 不 难 ; 


已 经 知道 x = 3.1415926535897 …， 而 35 
=3. 14159292035 -·-:, БТИ 
0 < 92 – х < 0. 00000026677 (1) 
ШЕН ВС НТ НЫЕ т, 一定 有 


– 0). 00000026677 < л – 2 <0. 00000026677 (2) 
р 


把 (1) 与 (2) 相 加 ， 得 到 


-0. 00000026677 <192 -全 <2 x0. 00000026677 (3) 
р 
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由 (3), ， 可 得 


5 _4 | = 1355р =1139| -2 x0.00000026677 (4) 


113 p 113p 
95399225 
因为 和 ji3 不 等 ， ў 1355р – 11341 >0, {НУ р, 9 
都 是 整数 ， 故 1355p – 1134121. Р 
1 1355р – 11391 
ГРЕЕ <2 х0. 00000026677 (5) 


КАУ р ЖНЖ, 49 
1 


р> түз x2 х0. 00000026677 > 10286 (0) 

这 表明 ， 若 全 比 3 更 接近 x ， 分 母 p 一 定 要 比 16586 
还 大 。 

具体 地 说 ， 比 3 更 接近 的 分 数 当中 ， 分 母 最 
小 的 是 

22102 =3. 141592387 (7) 
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祖冲之 的 眼光 真 锐利 。 他 从 这 么 多 分 数 当 中 找 出 
了 既 精确 又 简单 的 密 率 。 
355 


祖冲之 用 什么 方法 计算 并 ， 又 怎 么 找 出 了 了 3， 


已 经 无 法 查考 了 。 现 在 ， 人 们 已 经 会 用 “ 连 分 数 ” 
展开 法 ， 根 据 值 把 它 的 一 系列 最 好 的 近似 分 数 找 出 


来 。 方法 如 下 : 
设 XT =3+0.141592653:…=3+a, (8) 
则 
EE ee 
а, “0.141592653.… ` 
二 了 + а, (9) 
把 (9) 代入 (8), 可 得 < Б Р , 略 去 а,, 得 
2 
1 22 
Т == => шы лгы шш ы 
5+7 = 2 = 3.1428 (10) 
再 求 出 
1. = 15. 99639434… =15+а, (11) 
а, 


又 得 到 


аяй 


Л = = 一 一 一 一 
= 3 + 了 Ра, Е" Р 1 (12) 
15 +а, 
如 果 略 去 a;， 得 到 
1 15 _ 333 
а рее 
15 
=3. 141509--- (13) 


再 利用 (11) 求 出 二 =1.003417097… =1 +а,, А 


(12) 并 略 去 ,， 便 得 到 了 祖冲之 的 和 5。 如 果 想 再 


算 准 一 点 ， 可 以 求 出 а, = 292 + a5， 13| т 的 更 精确 


103993 
33102 ° 


的 近似 分 数 


附带 提 一 句 ，353 是 很 容易 记 住 的 。 只 要 把 


к. 
113355 一 分 为 二 ， 便 是 它 的 分 母 与 分 子 了 。 
但 是 ， 祖 冲 之 究竟 用 什么 办 法 把 工 算 到 小 数 点 后 


第 七 位 ， 又 是 怎样 找到 既 精 确 又 方便 的 近似 值 3 的 


呢 ? 这 是 至 今 仍 困惑 着 数学 家 的 一 个 迷 。 
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会 说 话 的 图 形 


在 数学 家 有 眼 里 ， 很 多 事物 里 包含 着 数学 。“ 大 漠 


ЙН, 长 河 落 日 贺 "， 面 家 也 许 据 此 创作 一 幅 室 廓 


苍凉 的 塞外 黄色 景象 ， 但 数学 家 看 来 ， 说 不 定 会 想起 
一 根 垂 直 于 平面 的 直线 ， 一 个 切 于 直线 的 圆 呢 ! 


长 河 落日 圆 
大 漠 孤 烟 直 


这 么 说 ， 是 不 是 在 数学 家 眼 里 ， 事 物 都 变 得 简 简 
单单 的 、 干 巴巴 的 ， 失 去 了 丰富 的 内 容 了 呢 ? 

也 不 见得 。 有 些 在 大 家 看 来 简 简 单单 的 图 形 ， 在 
数学 家 腿 里 ， 却 是 丰富 多 彩 的 。 它 会 告诉 数学 家 不 少 
人 信息， 当然， 用 的 是 数学 的 语言 。 你 如 果 学 会 用 数学 
的 眼光 看 它 ， 便 也 能 听 懂 它 的 无 声 的 语言 。 

一 个 长 方形 被 十 字 分 成 四 个 长 方形 。 大 长 方形 面 


аша. 
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积 是 (а+ в) (ce + d) ， 四 个 小 长 方形 的 面积 分 别 是 
ас, фс, ай, 、0d， 于 是 ， 它 告诉 我 们 〈 图 1-8): 
(a+t+b)(c+td)=actbctad+bd 
还 是 这 么 个 方块 图 ， 按 图 1 -9 那么 一 划分 {Ёё 
成 了 
(х+у) =x +2xy + у" 


91-8 1-9 
如 果 按 图 1 - 10 那样 添 条 斜 线 ， 并 且 给 xz ту 以 
新 的 意义 ， 则 从 大 正方 形 去 掉 小 正方 形 后 ， 剩 下 两 个 
梯形 。 梯 形 面积 各 是 了 (xz -y) (x+y)， 于 是 ， 它 洁 
诉 我 们 又 一 个 公式 : 
x -y=(x-y)(x+y) 
也 许 你 觉得 这 都 太 简单 了 。 那 么 ， 图 1 - 11 告诉 


ОЕА | |. 


х- 了 

A 987654321 
шшпишшипи 2 
-FE 
ТЕГЕЙ 
у? у шинипиияп 
у ЕЕ 
96660 
ТЕГЕЙ 
[LT 
х-у ШЕЙ 
CE 

-一 一 一 123456789 

х 
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我 们 的 信息 就 更 多 些 : 
1+2+3+4+5+6+7+8+9 
+9+8+7+0+3+4+3+2+1 
=10+10+10+10+10+10+10+10+10 
=90 | 
图 1-11 告诉 我 们 的 不 是 公式 ， 而 是 一 种 方法 。 
用 这 种 方法 ， 不 但 可 以 计算 若干 个 连续 自然 数 之 和 ， 
还 可 以 计算 诸如 下 列 形式 的 和 : 
2+4+0+8+…+100=? 
7+10+13+16+19 +22 +25 +28 +31. + 34 
= 


如 果 按 图 1-12 那样 划分 ， 更 为 有 趣 。 它 表明 


ая 


1+3=4 =2? 

1+3+5=9=<3° 

1+3+5+7=4’ 

1+3+5+7+9=5^ 

1+3+5+7+9+11=6° 
也 就 是 说 : 从 1 开始 , 个 连续 奇数 之 和 恰好 是 的 
平方 ! 


一 
—_ 
一 
ө 
一 
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图 1-12 91-13 
当然 ， 也 可 以 由 中 央 向 四 周 发 展 ， 就 成 了 (图 
1-13); 
4 +12 =16 = 4? 


4+ 12 +20 = 36 =6° 


КАСЕ |+ | 5 
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如 果 从 一 个 小 方 格 出 发 向 四 周 算 ， 则 得 到 : 
1+8=9 =3° 
1+8 +16 =25 =5’ 
1+8 +16 +24 =49 =7 
1+8 +16 +24 +32 =81 =9 
1+8 +16 +24 +32 +40 = 121 =11? 
又 是 一 套 规 律 ! 
画 方块 图 还 能 给 我 们 提供 不 等 式 。 如 下 页 图 
1—14 那样 ， 就 表明 : 
(х+у)? =4xy + (х -у)' 
所 以 ， 
(х+ у)? >4ху 
当 x=y 时 ， 两 端 相 等 。 
如 果 如 图 1 -14 那样 连 上 几 条 和 斜 的 虚线 ， 虚 线 长 
度 记 作 z， 看 看 虚线 围 成 的 正方 形 ， 得 到 


z=4 х + (жу) = жу? 


这 不 是 勾 股 定理 吗 ? 

图 1- 14 提供 了 我 国 古代 证 明 勾 股 定理 的 方法 之 
一 。 在 欧洲 ， 毕 达 哥 拉 斯 发 现 勾 股 定理 ， 据 说 也 是 从 
铺 方 砖 的 地 面 上 看 出 来 的 〈 图 1-15)。 


图 1-14 1-15 
简单 的 图 形 可 以 告诉 我 们 相当 复杂 的 等 式 。 下 页 
图 1 一 16 画 出 了 两 个 一 样 的 台阶 形 ， 只 是 因为 分 割 法 
不 同 ， 表 达 式 也 就 不 同 了 。 上 图 分 成 紧 条 ， 算 一 算 总 
面积 是 


а,б, +а,, + аЬ + а,Ь, + asbs 


EE 
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下 图 分 成 横 条 ， 总 面积 是 
а,(Ь,—Ь,) + (а +а,)(Ь,-Ь,) 
+ (а, +а, +а,)(5,-Ь,) 

+ (а, +а, +а, +а,) (®,—5;) 


+ (а, +а, +а, +а, +а;)Ь; 


这 就 有 了 一 个 恒等式 ， 
а, + asb, +а,Ь, +а, +а;; 


=а, (6, –Ь,) + (а +a,)(b,—b;,) 


к 
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= 


+ (а, +d +а,) (0, –0,) + (а +а, +аз +а,) 

“(bi -0,) + (а, +а, +а, +а, +а;)Ь; 
这 叫做 阿 贝尔 公式 ， 在 高 等 数学 里 非常 有 用 。 当 然 ， 这 
里 的 五 层 人 台阶 可 以 换 成 6 层 、7 БИ п 5, 

方块 图 形 会 说 话 ， 三 角形 呢 ? 

三 角形 也 会 说 话 。 不 过 也 许 更 难 懂 一 点 ， 需 要 翻 
译 一 下 


你 看 ， 图 1 一 17 是 个 等 腰 三 角 


Е, 9179220, уа, ЕНЕ 9 д 
积 应 当 是 a?sin2a。 可 是 ， 它 的 底 | 
1-17 


为 2asinw， 高 为 acosa， 所 以 面积 


1 | ; Азын 
О АДЕ х 2аѕіпа х acosa = а? ѕіпасоѕа, ХОЙ ТЇ : 


12. 2. 
59 sin2a = а ѕіпасоѕа 


1н [9 


ря 
8 


а ев [ве |150 


从 而 得 到 ”sin2a = 2sinacosae， 这 是 三 角 公 式 里 非常 
有 用 的 二 倍 角 正弦 公式 ! 


1-18 
如 果 把 图 1-17 变 成 更 一 般 的 三 角形 ， 像 图 1 - 
18 那样 ， 它 会 告诉 我 们 更 一 般 的 三 角 公 式 。 因 为 
ЛАВС= ЛІ + АП 


所 以 


~absin(a +B) 


1 1 І 
=> bhsina + 7] ahsinB 


两 端 都 用 ob 除 ， 再 利用 cosa =, соз8 = 二， 上 式 


便 成 了 : 


sin(@ +8) = sinacosB + cosasinB 


这 是 项 有 用 的 三 角 恒等式 一 一 正弦 加 法 定理 。 
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图 1 一 19 从 为 一 个 角度 研究 了 图 1 -17。 因 为 


8 ае = 2-1 x lx sina = зіва 


8 = 了 xl x Lx sing = sin8 


а-в 
2 


ћ = {сов 


( 因 хрАС= 2 Вар = 


: + - 
所 以 LDAE =®В —8=®=Ё) 
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BD =sin 32 (и ВАР=®+Р) 


根据 和 4BE + ЛАСЕ = ЛАВС, #9 


„о 1.01. 4+8 а-в 
7 sina + 3 sing = lsin э Cos 


这 不 是 有 名 的 和 化 积 公式 
sina + 5108 = 251п аР, аР 


吗 ? 

三 角形 也 能 帮助 我 们 找到 某 些 不 等 式 。 例 如 ， 图 
1-20 里 ， 三 个 小 三 角形 AO4B、AOBC、AOCD 面 
积 之 和 大 于 直角 三 角形 AO4D， 这 不 是 在 告诉 我 们 ， 
如 果 三 个 正 角 =, В. у 之 和 为 90"， 必 有 


sina + sinB +siny > 1 


и? 


м6 Ж, Р] 7,1% Ж 


从 个 别 想到 一 般 ， 从 特殊 想到 普遍 ， 是 数学 家 看 
问题 的 基本 方法 。 

知道 了 4+5 =5 +4， 又 知道 了 8 +7 =7 +8， 就 

要 想到 加 法 交换 律 ， 想 到 w+ = +а, 

会 解 方程 3x +2 =0 了 ， 就 要 想到 方程 ax + 5=0 
怎么 解 。 一 次 方程 会 解 了 ， 就 要 想到 二 次 方程 、 
方程 怎么 解 。 

知道 了 三 角形 内 角 和 是 180° ， 就 要 想 四 边 形 、 
边 形 、 六 边 形 内 角 和 是 多 少 。 

知道 了 鸡 会 生 蛋 ， 就 要 想 鸭 子 会 不 会 生 蛋 ， 麻 省 
会 不 会 生 蛋 ， 进 而 想到 乌 类 都 会 生 和 蛋 。 

解决 特殊 问题 ， 常 常用 特殊 的 方法 。 解 决 一 般 问 
题 ， 常 常用 一 般 的 方法 。 一 般 方法 可 以 用 来 解 特殊 问 
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+ 
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题 。 但 是 ， 解 特殊 问题 的 特殊 方法 ， 有 时 也 能 够 化 出 
一 般 的 方法 来 。 

就 拿 “ 鸡 免 同 笼 ” 来 说 吧 : 鸡 免 共 有 17 个 头 ， 
50 只 脚 ， 问 有 多 少 鸡 ?多少 免 ? 

列 方程 太 容 易 了 。 设 鸡 x 只 ， 免 只。 


х+у = 17 
|, +4у = 50 

马上 解 出 x=9, y=8。 

你 还 记得 小 学 里 是 怎么 解 这 个 题 的 吗 ? 思考 过 程 
是 : 如 果 17 只 都 是 鸡 ， 应 当 有 34 只 脚 。 现 在 有 50 
只 脚 ， 比 34 只 多 16 只 ， 是 因为 有 兔 。 有 一 只 兔 ， 多 
两 只 脚 ， 多 少 免 才 多 16 Н? 当然 是 8 只 了 。 这 


学 会 解 方程 列 方程 之 后 ， 也 许 你 已 经 把 这 种 十 分 
原始 的 思考 方法 抛 于 脑 后 了 吧 。 现 在 ， 让 我 们 旧事 重 
提 ， 看 看 这 种 思考 方法 能 不 能 在 解决 更 一 般 的 问题 时 


ИНЕП, 
方程 能 帮 有 我 们 解 应 用 题 。 现 在 ， 反 过 来 ， 应 用 题 
也 能 帮 我 们 解 方程 。 
比如 这 个 方程 组 : 
9x +27 = 37 
сы; = 50 


能 不 能 用 “ 鸡 兔 同 乱 ” 的 思考 方法 来 解 呢 ? 

让 我 们 展开 想象 的 翅膀 ， 把 这 个 方程 组 化 成 应 用 
АЙ: 某 种 怪 鸡 x А, 怪 兔 y 只 。 每 只 怪 鸡 有 9 头 5 足 ， 
每 只 怪 免 有 2 头 7 足 。 它 们 共有 头 37 个 ， 足 50 Я. 
间 怪 鸡 怪 免 各 几 只 ? 

鸡 和 兔 昌 怪 ， 思 考 的 方法 却 不 怪 。 如 果 37 个 头 


都 属于 公鸡 ， 怪 鸡 应 有 只。 每 只 怪 鸡 5 只 足 ， 应 当 


Ж х5 = 0> =20 村 只 。 现 在 有 50 只 足 ， 多 了 
50 -20у-=29 人 只 ， 是 因为 有 怪 免 在 作怪 ， 把 一 个 鸡 
头 换 成 免 关 ， 足 数 会 增加 却 - 3 = 这 只 。 有 多 少 个 锡 
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М 4 21 &м 2 
头 才 会 增加 29 9 Я 呢 ? 只 要 除 一 下 就 能 得 出 ， 


29+]; =10, 可 见 有 10 个 免 头 ，27 个 鸡 头 。 所 以 


ЖУА, ЖЗ А, ЁШх=3, y=5。 方程 解 出 来 了 。 
如 果 你 嫌 这 里 的 免 和 鸡 太 怪 ， 不 妨 来 个 代 换 : 9x 
=и, 2у=0, ЗМИ 


и +0 = 37 


ди жу» = 50—10и + 63ь = 900 


这 么 一 来 ,“ 鸡 ”与 “ 兔 ” 比 刚才 正常 一 点 儿 ， 不 那 
么 怪 了 。“ 鸡 ”4 只,“ 人 兔 ”v 只 ， 都 是 一 个 涉 ， 但 每 
只 “ 鸡 ” 有 10 只 脚 ,“ 免 ”有 563 只 脚 ! 如 果 37 只 都 
是 “ 鸡 ”， 应 有 370 只 脚 。 现 在 有 900 只 脚 ， 多 了 530 
只 ， 是 因为 有 “ 免 ”。 把 一 只 “ 鸡 ” 换 成 一 只 “ 免 ”， 
要 增加 53 只 脚 ， 现 在 要 加 530 只 脚 ， 当 然 应 当 有 10 
Я “а” Т. РЖ, v=10, и=27; х=3, у=5, 

把 这 种 思路 更 一 般 化 ， 还 能 解 字母 系数 的 二 元 方 


Ж 故 知 新 


к 

主 

ж 

给 了 方程 组 ， 
es 

сх + ау = В Е 


用 代 换 ах = и, Бу=о 之 后 ， 变 成 


и+ъ = А 
с а 
|. т = В=(с)и + (ad)v = abB 


设 4 是 某 种 “ 鸡 ” 数 , " 是 某 种 “ 免 ” 数 。 每 只 
“ 鸡 ” 有 bc 只 脚 ， 每 只 “ 免 ” 有 ad 只 脚 。 如 果 4 个 
头 都 是 “ 鸡 ”， 则 应 当 有 bch 只 脚 ; 实际 上 是 coB 只 
脚 ， 差额 (аВ - bc4) 是 因为 有 “ 免 ” 而 产生 的 。 
每 多 一 只 “人 兔 ”"， 脚 的 改变 量 为 (ad - с) Н, 


数 应 为 
» = В = БА _аВ - сА р 
© аа- бс ай-е 
于 是 
и=А-р›=4-%В8°°4А-4А-—°В. 


ad -bc ad-pc 
再 回顾 一 下 所 设 的 代 换 ax = ш, Бу =v， 便 得 到 了 二 元 
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一 次 方程 组 


的 一 般 求 解 公式 是 


ах + бу = А 
сх + ау = В 

аА – ЬВ 
до = == 

аа – Бс 
_ аВ—-сА 
жыр 


为 了 便于 掌握 这 组 求 根 公式 ， 数 学 里 特别 引进 一 
个 记号 ， 叫 做 “行列 式 ”: 


а 


b 
= ad – Бс 
а 


这 就 是 说 ， 上 式 左 端 把 a、5、c、d 4 个 数 排 成 两 列 ， 
两 边 画 上 紧 线 ， 就 表示 аа - be 这 个 式 子 的 值 。 如 : 


3 7 
-1 2 
4 8 
5 3 


=3х2-(-1) х7 =13 


А 


=4х3-5 х8 = – 28 


温 故 知 新 


有 了 行列 式 记 号 ， 二 元 一 次 方程 组 的 解 的 公式 便 变 
成 了 


4 b a A 
B а с В 
КЕТ Е Ь 
с а с а 
和 原 方 程 组 的 系数 位 置 对 比 一 下 ， 很 容易 记 住 这 个 
公式 。 
当然 你 会 进一步 问 ， 三 元 一 次 方程 组 有 没有 求解 
公式 呢 ? 


也 有 ， 而 且 也 可 以 用 行列 式 表示 。 

至 于 四 元 、 五 元 、 六 元 ， 以 至 元 一 次 方程 组 ， 
也 都 有 行列 式 解法 。 一 般 的 阶 行列 式 的 定义 和 理 
论 ， 是 高 等 代数 里 的 重要 内 容 呢 。 

遇 到 一 个 特殊 问题 ， 想 想 它 的 一 般 情形 是 什么 
掌握 了 一 个 解 个 别 问 题 的 方法 ， 想 想 它 能 不 能 用 来 解 
别 的 更 一 般 的 问题 : 这 是 学 数学 时 应 当 常常 注意 运用 
的 一 种 思考 方法 。 
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定位 的 奥妙 


有 些 东西 ， 你 早已 学 过 ， 也 早已 明白 了 。 不 过 ， 
如 果 你 能 寻根 究 底 问 一 问 ， 也 许 还 会 有 新 的 收获 。 

比如 说 带 小 数 点 的 数 的 乘法 吧 。 

3.7х4.3=? 

你 当然 会 。 先 不 管 小 数 点 ， 当 成 整数 来 乘 : 37 х 
43 =1591。 再 看 3.7， 小 数 点 后 有 1 位 ，4.3 的 小 数 点 
后 也 有 1 位 ， 一 共 是 2 位 ， 所 以 答案 应 当 是 15. 91。 

这 是 笔算 。 如 果 用 珠算 ， 又 有 珠算 的 定位 方法 。 
用 对 数 表 或 计算 尺 计算 ,也 各 有 不 同 的 定位 方法 。 

数学 家 看 问题 ， 总 想 找 一 般 规律 。 两 数 相 乘 ， 积 
的 位 数 是 什么 样子 ， 这 是 客观 存在 的 。 它 不 依赖 于 笔 
算 、 珠 算 、 对 数 表 或 计算 尺 。 既 然 如 此 ， 就 应 该 有 一 
个 不 依赖 于 计算 方法 或 计算 工具 的 定位 规律 。 找 到 了 
规律 ， 也 就 有 了 方法 。 

找 规律 ， 要 从 简单 的 例子 开始 。3 是 1 位 数 ，4 


ш 故 知 新 


也 是 1 位 数 ，3 x4 =12。12 是 2 位 数 。 是 不 是 说 1 位 
数 乘 1 位 数 就 得 2 位 数 呢 ? 也 不 尽 然 , 2 x3 =6, іх 
里 1 位 数 乘 1 位 数 得 1 位 数 。 

但 是 ,1 位 乘 1 位 总 得 不 出 3 位 数 。 因 为 1 位 数 
小 于 10， 两 个 小 于 10 的 数 相 乘 总 不 会 大 于 等 于 100 
吧 。1 位 乘 1 位， 至少 是 1 位 数 。 这 么 一 分 析 就 知道 ， 
1 位 乘 1 位 ， 积 是 1 位 或 2 位 。 

什么 时 候 是 1 位 ? 什么 时 候 是 2 位 ? 仔细 观察 这 
两 个 式 子 


3 x4=12 
3 x2 =6 
前 一 个 式 子 里 ， 右 端的 最 高 位 数 1 比 3 小 , 比 4 也 
小 。 后 一 个 式 子 里 , 6 比 3 比 2 都 大 。 这 启发 我 们 提 
出 一 个 猜想 : 如果 积 是 1 位 数 ， 积 的 数字 比 乘 数 大 ; 
如 果 积 是 2 位 数 ， 积 的 最 高 位 上 的 数字 比 乘 数 小 。 
这 道理 倒 也 不 难 弄 懂 。 比 如 ，5 x6 得 到 的 积 ， 
如 果 十 位 上 数字 不 小 于 6， 岂 不 是 5 х6 260, й 5 
210 了 吗 ? 
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想 通 了 ， 不 等 于 问题 解决 了 。 还 需要 用 准确 的 语 
言 把 规律 表达 清楚 ， 并 且 严 谨 地 加 以 证 明 。 比 方 说 ， 
3 是 1 位 数 ，28 是 2 位 数 ，3.5 是 几 位 数 ? 0.04 又 是 
几 位 ? 这 就 要 规定 一 个 术语 一 一 什么 叫做 一 个 数 的 
“位 数 ”。 

我 们 规定 ， 如 果 10”” <x<10"， 就 说 x 是 nn 位 


数 。 这 时 ,1 ©— <10, {у= Шох 可 以 


х 
10°! 10°." 
写成 

х=ух10°! (n 是 任意 整数 ) 

的 形式 ， 而 y 满 是 1<y<10。 这 种 表示 x 的 方法 ， 叫 
做 “科学 记 数 法 ”。 例 如 ，32.04，25，17.8 都 是 2 位 
数 ， 其 科学 记 数 法 的 表示 分 别 是 

3.204 x10, 2.5 x10, 1.78 x10 
而 0. 00017, 0. 0002033, 0. 0009 都 是 -3 位 数 。 其 科 
学 记 数 法 的 表示 分 别 是 

1.7х10*, 2.033 х10`*, 9x10™ 


而 0.33、0. 807 则 是 0 位 数 ， 其 科学 记 数 法 的 表示 分 


їй 故 知 新 


别 是 3.3 x10 ， 8.07х10`', 

看 一 个 数 是 几 位 数 是 容易 的 。 大 于 1 的 数 ， 小 数 
点 左面 有 儿 位 便 是 几 位 数 。 小 于 1 的 数 ， 第 一 位 有 效 
数字 与 小 数 点 之 间 有 几 个 0， 就 是 负 几 位 数 ; 没 0， 
是 0 位 数 。 

规定 了 位 数 之 后 ， 还 要 规定 一 种 “数字 大 小 比较 
法 "。 设 4 的 科学 记 数 法 的 表示 是 4=ax10"…，B 的 
科学 记 数 法 的 表示 是 B=b x10"” ， 如 果 a >5， 就 说 
4 的 数字 比 B 的 数字 大 。 例 如 : 0. 0048 的 数字 比 
371.4 大 ， 因 为 4.8 > 3.714; 7.4 的 数字 比 738 Ж, 
因为 7.4 >7.38。 

现在 可 以 把 规律 表述 出 来 了 : 

乘法 定位 一 般 规则 : 若 4xB8=C， 当 <C 的 数字 比 
А (3 В) 的 数字 小 时 , C 的 位 数 是 4、B 的 位 数 之 
和 。 否 则 ,C 的 位 数 是 4、B 的 位 数 之 和 减 1 。 

证 明 设 4、B、C 的 科学 记 数 法 的 表示 分 别 是 
a x10”-'、65 x10””、c x10*""*， 则 它们 的 位 数 依次 为 


m、n、p。 由 4xB=C, 得 


әк 入 Л | | WE і |5 
йш |х | 对 | ык | ШЫ | раф 
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#с»а (96), М <10, дев“ 


ab х 10" +"? =сх10°! 


а х Ь ЕЗ терн 
С 
Ж с<а, М, БЕТ 位 数 ， 所 以 1< 二 xb< 


100， 从 上 式 右 端 可 见 只 能 有 二 xb =10, Вр=т+п, 


C 


© 


-=1, р = т + 

例如 : 0. 00025 х 64 =? 积 的 有 效 数字 马上 可 由 
速算 法 确定 为 16， 关键 是 定位 。0. 00025 是 - 3 位， 
64 是 2 位 。 由 于 1.6 <6.4， 故 积 的 位 数 是 两 相 乘 数 
位 数 之 和 。 -3+2 = -1， 故 积 是 -1 位， 即 0. 00025 
x64 =0. 016, 

有 了 乘法 定位 法 ， 自 然 可 以 建立 除法 定位 规则 。 

除法 定位 一 般 规 则 : 若 被 除数 的 数字 比 除 数 小 ， 
则 

商 的 位 数 = 被 除数 的 位 数 - 除数 的 位 数 。 


温 故 知 新 


否则 | 

商 的 位 数 = 被 除数 的 位 数 - 除数 的 位 数 + 1。 

这 个 规则 不 用 证 明了 。 除 法 是 乘法 的 逆 运 算 ， 从 
乘法 定位 规则 自然 可 以 推出 它 : 只 要 把 乘 式 中 的 积 叫 
做 被 除数 ， 商 和 除数 都 叫做 相 乘 数 就 可 以 了 。 

有 趣 的 是 : 乘法 定位 ， 要 先 计算 有 效 数 字 之 积 再 
定位 ， 而 除法 则 可 以 在 计算 之 前 定位 。 例 如; 


D547， 分 子 是 两 位 ， 分 母 是 -3 位 ， 而 且 2.844 < 
3.2, 故 商 的 位 数 =2 一 (人 -3) =>, 即 商 的 小 数 点 左边 
有 5 位 。 


可 以 把 上 述 规则 概括 为 : “乘积 大 ， 和 减 1; 除 
数 小 ， 差 加 1”， 用 起 来 就 方便 了 。 
进一步 问 ， 如 果 解 比例 式 


知道 了 4、B、C 和 % 的 有 效 数 字 ， 又 知道 4、 有 B、(C 
的 位 数 ， 怎 样 确定 х 的 位 数 呢 ? 规律 如 下 : 
设 x*、4、B、C 的 科学 计数 法 的 表示 分 别 是 
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1х10"', ах10"', Ьх10°7!, сх10*' 
为 确定 起 见 ， 不 妨 设 a<5， 则 有 

(1) 若 t<5 而 c>a, яў 120 [їс<а, || 

x 的 位 数 =4 的 位 数 +B 的 位 数 -C 的 位 数 ; 

(1) #1<Ьїйс<=а, 01] 

х 的 位 数 =4 的 位 数 +B 的 位 数 -C 的 位 数 +1; 

(ш) 47120 而 c>a， 则 

х 的 位 数 =4 的 位 数 +B 的 位 数 -C 的 位 数 -1。 

下 面 证 明 (i) ， 另 两 条 请 你 把 它 的 证 明 补 出 来 。 

在 情形 (让 ， 当 4<6 而 c>a 时 , 因 c>a, 故人 
的 位 数 = 4 的 位 数 - C 的 位 数 。 又 :<5b， 故 由 x = 
Bx (会 ) 可 知 x 的 位 数 = 有 的 位 数 + (全 ) 的 位 数 。 规 
律 成 立 。 


щу ў с<а В, 4:26, 由 x=B х (入) 可 


SIP 


知 « 的 位 数 =B 的 位 数 + ( 云 ) 的 位 数 -1， 又 因 c<a， 


| 的 位 数 =4 的 位 数 - С 的 位 数 + 1。 规 律 也 


至 于 (ii) 5 (1), ， 也 可 以 如 法 验证 。 

定位 是 个 小 问题 。 但 若 不 仔细 想 ， 不 寻根 究 底 去 
问 ， 就 不 能 弄 清 楚 。 

在 弄 清 定位 规律 的 过 程 中 ， 要 提出 问题 ,试验 特 
例 ， 形 成 猜想 ， 约 定 表达 方式 ， 建 立 概 念 , 证 明 结 
论 ， 然 后 进一步 提出 更 一 般 的 问题 。 麻 淮 哩 小， 五 脏 
俱全 。 问 题 是 小 问题 ,但 思考 的 过 程 ， 却 正 反映 了 学 
习 和 研究 数学 的 一 般 的 方法 。 
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相同 与 不 同 


两 样 东西 ， 相 同 还 是 不 同 ， 张 三 和 李 四 可 能 有 不 
同 的 见解 。 

一 本 小 说 和 一 本 数学 手册 ， 对 读者 来 说 是 很 不 一 
样 的。 到 了 废 纸 收购 站 ， 如 果 都 是 半 斤 ， 都 是 一 样 的 
纸 ， 都 是 32 开本 ， 就 没有 什么 不 同 了 。 

即使 是 同一 个 人 吧 ， 他 看 小 说 的 时 候 ， 内 容 的 不 
同 对 他 是 很 重要 的 。 看 得 睦 睡 了 ， 把 书 当 枕头， 内容 
不 同 的 书 所 起 的 作用 也 就 大 致 一 样 了 。 

数学 家 看 问题 ， 关 心 的 是 数量 关系 和 空间 形式 ， 
用 的 是 抽象 的 眼光 。 有 些 我 们 觉得 不 同 的 东西 ， 数 学 
家 看 来 却 会 是 相同 的 。 


3 只 小 鸡 、3 只 熊猫 、3 条 您 龙 ， 它 们 之 间 的 差别 
可 以 使 生物 学 家 激动 不 已 。 但 是 对 于 数学 家 来 说 ， 无 
非 都 是 干巴 巴 的 数字 “3” 而 已 。 

月 饼 、 烧 饼 、 铁 饼 ， 到 了 数学 家 那里 ,无 非 都 
是 圆 。 

数学 家 的 眼光 ， 又 是 十 分 精确 而 严密 的 。 我 们 觉 
得 一 样 的 东西 ， 或 差不多 的 东西 ， 数 学 家 看 来 却 会 有 
天 壤 之 别 。 

德国 的 鲁 道 夫 曾 经 把 圆周 率 4 算 到 小 数 点 以 后 的 
35 位; 


т = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 
50288…… 用 这 样 的 + 值 计算 一 个 能 把 太阳 系 包围 起 
来 的 大 球 的 表面 积 , 误差 还 不 到 质子 表面 积 的 百 分 之 
一 ， 够 精确 了 吧 ? 但 数学 家 看 来 ， 它 和 真正 的 x 有 本 
质 的 不 同 : 这 个 数 是 有 理 数 ， 而 7 是 无 理 数 ! 

一 条 线段 上 有 无 穷 多 个 点 。 如 果 把 它 的 两 个 端点 
去 掉 , 线段 的 长 度 不 会 变 ， 因 为 点 
没有 大 小 ， 不 占 地 方 。 也 许 你 觉得 ， o 一 一 一 —o 


&| 
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多 这 两 个 点 和 少 这 两 个 点 没什么 关系 吧 ! 数学 家 却 不 
么 大 方 。 他 们 对 这 两 个 点 ， 可 真是 斤斤计较 ,或 者 
更 确切 地 说 ， 是 锚 (л) Ж (и) 必 较 。 在 数学 里 ， 


人 带 有 两 个 端点 的 线段 叫 “ 闭 线段 ”， 这 两 个 端点 
的 线段 便 叫 “ 开 线 段 ”"。 一 开 一 闭 ， 大 不 相同 。 在 高 
等 数学 里 ， 不 少 定 理 对 闭 线段 成 立 ， 对 开 线 段 就 不 
成 立 。 


在 数 轴 上 ， 不 等 式 0<x<1 表示 闭 线段 ， 也 叫 闭 
区 间 [0,1] ， 而 不 等 式 0<x<1 表示 开 线 段 ， 也 叫 开 
区 间 (0,1)。 在 [0,1] 里 有 最 大 数 1， 有 最 小 数 0。 
可 是 在 开 区 间 (0,1) 里 ， 却 没有 最 大 的 数 和 最 小 
的 数 。 

假想 闭 区 间 [0,1] 里 的 每 个 点 都 是 一 个 小 人 儿 ， 
下 雨 啦 ， 他 们 撑 起 了 无 数 的 小 全 ， 小 伞 替 每 个 点 都 很 
好 地 遮 了 雨 。 有 一 条 定理 说 : 这 时 没有 必要 用 无 穷 多 
把 爹 ， 从 这 些 鲍 里 一 定 可 以 挑 出 有 限 把 , .其 他 的 都 收 
起 来 ， 照 样 遮 雨 。 这 是 微 积 分 学 里 一 条 有 名 的 定理 ， 
叫 “ 有 限 覆 盖 定 理 ”。 


有 趣 的 是 ， 对 开 区 间 (0,1), ， 却 没有 “有 限 履 
盖 定 理 ” о 


比如 ， 下 面 这 无 穷 多 的 一 串 们 (图 2 一 1): 
1 1 1 1 1 1 1 
О с то а 


(二 ,一 ) ，… 确 实 遮盖 了 (0，1) 中 的 每 个 点 。 如 


м 
і 
кә 


) 包 含 了 二 。 


1 1 1 
| 


п+1?'п-1 
但 是 ， 决 不 可 能 从 这 一 串 “ 伞 ”里 挑 出 有 限 把 
ф, Ж (0,1) 中 的 每 个 点 都 遮 好 雨 。 
事情 很 清楚 ， 如 果 挑 出 来 的 这 有 限 把 侈 里 最 左边 
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о (2,1), жа, атат. Нз 


ЛУАН ве На, КАА “Ие” НОЈ 
淋 的 小 东西 。 

多 两 点 与 少 两 点 ， 这 里 面 大 有 文章 ， 值 得 反复 推 
敲 。 数 学 家 看 问题 ， 就 是 这 样 反复 推敲 的 。 


归纳 与 演绎 


用 手 扔 一 个 石子 ， 它 要 掉 下 来 。 再 扔 一 个 玻璃 
球 ， 它 也 要 掉 下 来 。 再 扔 一 个 苹果 ， 它 还 是 要 掉 下 
来 。 我 们 会 想到 : 不 管 扔 个 什么 东西 ， 它 都 是 要 掉 下 
来 的 ; 进一步 去 想 这 是 为 什么 ， 想 到 最 后 ， 认 为 是 由 
于 地 球 有 引力 。 

但 是 ， 我 们 并 没有 把 每 件 东 西 都 扔 上 去 试 一 试 。 
试 了 者 于 次 ， ол 这 种 推 
理 方法 ， 叫 归纳 推理 。 

在 物理 、 化 学 、 生 物 、 医 学 等 许多 实验 科学 的 研 


究 中 ， 用 归纳 推理 来 验证 一 条 定律 、 一 条 假说 是 常 有 
的 事 。 理 论 对 不 对 ， 用 实验 来 验证 。 

数学 研究 似乎 不 是 这 样 。 你 在 纸 上 画 一 个 三 角 
形 ， 用 量 角 器 量 量 它 的 三 个 角 的 大 小 ， 加 起 来 差不多 
是 180°。 这 样 画 上 百 个 三 角形 来 试验 ， 发 现 每 个 三 角 
形 内 角 和 都 接近 180°。 而 且 量 得 越 准 ， 越 接近 180°。 
你 能 不 能 宣布 ， 我 用 实验 证 明了 一 条 几何 定理 “三 角 
形 内 角 和 是 180*” 呢 ? 

老师 早 就 告诉 你 了 ， 这 不 行 。 要 证 明 一 条 几何 定 
理 ， 要 从 公理 、 定 义 和 前 面 的 定理 出 发 ， 一 步 一 步 地 
按 逻辑 推理 规则 推出 来 才 算 数 。 用 例子 验证 是 不 合 
法 的 。 

这 表明 ， 数 学 要 的 是 演绎 推理 。 归 纳 推理 只 能 作 
为 提出 猜想 的 基础 ， 不 能 作为 证 明 的 依据 。 

归纳 法 与 演绎 法 ， 是 人 类 认识 世界 的 两 大 工具 。 
都 是 认识 世界 的 工具 ， 又 何必 这 样 水 火 不 相 容 呢 ? 

可 是 有 些 数学 家 ， 有 眼光 偏偏 与 众 不 同 。 我 国 著名 
数学 家 洪 加 威 ， 在 1985 年 发 表 的 两 篇 论文 中 ， 提 出 
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了 新 颖 的 见解 。 他 用 演绎 推理 的 方法 严格 地 证 明了 这 
么 一 个 使 人 吃惊 的 事 : 对 于 相当 大 的 一 类 初等 几何 命 
题 ， 只 要 用 一 个 例子 验证 一 下 ， 便 能 断定 它 成 立 不 
成 立 ! 

这 叫做 几何 定理 证 明 的 “例证 法 ”。 

根据 “例证 法 ”， 要 证 明 “ 三 角形 内 角 和 等 于 


180*”， 夯 出 某 个 “一 般 的 ”三 角形 仔细 量 量 它 的 三 
角 ， 确实 是 180°， 我 们 就 说 这 个 命题 成 立 。 不 过 ， 要 
量 得 足够 准确 ! 

也 许 你 不 相信 ， 也 许 你 以 为 这 里 面包 含 了 过 于 高 
深 的 数学 理论 。 

恰恰 相反 ， 例 证 法 的 基本 原理 很 平常 ， 我 一 说 你 


就 能 明白 。 
在 你 面前 写 一 个 等 式 : 


(x+1)(x-1)=x -1 (1) 
你 知道 ， 这 是 个 和 恒等式。 因为 用 一 下 分 配 律 : 
(х+1)(х-1) =х(х-1) +(х-1) 


=х'-х+х-1 = 2-1 


就 给 出 了 证 明 。 

如 果 有 人 告诉 你 : 取 * =0 代入 (1) ， 两 边 都 得 
-1; 取 x=1， 两 边 都 得 0; 取 * =2， 两 边 都 得 3。 这 
就 表明 (1) 是 恒等式 。 你 怎么 想 呢 ? 你 可 能 不 同意 。 
恒等式 嘛 ， 必 须 是 所 有 的 x 代 进 去 都 能 使 两 边 相 等 。 
才 代 了 3 个 ， 凭 什么 断定 它 是 恒等式 呢 ? 

有 趣 的 是 ， 这 样 取 3 个 值 代 和 人 后， 确实 证 明了 
(1) 是 恒等式 。 

道理 很 简单 。 如 果 (1) 不 是 恒等式 ， 它 就 是 一 
个 不 超过 二 次 的 方程 ， 这 种 方程 至 多 有 两 个 根 ; 现在 
竞 有 3 个 “ 根 ” 了 ， 那 它 就 不 是 二 次 方程 或 一 次 方 
程 所 以 一 定 是 恒等式 。 

按照 这 个 道理 ， 要 判断 一 个 最 高 次 数 为 3 的 等 式 
是 不 是 恒等式 ， 只 要 取 未 知 数 的 4 个 不 同 的 值 代 和 人 验 
算 。4 次 等 式 用 5 个 值 ，5 次 等 式 用 6 个 值 ，n 次 等 式 


用 (п+1) 个 值 代 和 人 。 这 是 因为 n 次 方程 至 多 有 个 


根 ， 如 果 居 然 有 (n+1) 个 值 代入 都 能 使 它 两 端 相 
等 ， 那 它 一 定 是 恒等式 。 例 如 ， 要 证 明 
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x +1=(x+1)(x -х+1) 
是 恒等式 ， 只 要 取 x=0, 1, 2, 3 代入 看 看 。 一 看 ， 
都 对 ， 这 就 证 明了 它 是 恒等式 。 | 

这 种 方法 叫做 用 举例 的 方法 证 明 恒 等 式 。 因 为 证 
明 一 个 恒等式 要 举 几 个 例子 ， 所 以 叫 多 点 例证 法 。 

如 果 又 有 人 说 ， 要 证 明 (x+1)(x -1) = 
六 -1 是 个 恒等式 ， 不 一 定 取 * 的 3 个 值 验 算 ， 只 要 
把 x=10 代 和 人 看 看 。 这 时 两 边 都 是 99， 所 以 它 一 定 是 
恒等式 。 这 么 说 对 不 对 呢 ? 

也 许 你 会 抗议 。 刚 才 明 明说 过 ， 二 次 等 式 要 用 3 
个 值 代 入 验证 ， 现 在 仅仅 用 * = 10 试 了 一 下 ， 为 什么 
说 就 行 了 呢 ? 

用 * = 10 试 一 下 就 行 ， 有 它 的 道理 。 

用 反 证 法 。 如 果 (1) 不 是 恒等式 ， 把 它 展开 、 
移 项 、 合 并 ， 得 到 一 个 方程 

ах? +Ьх+с=0 、 (2) 

№ (1) 式 不 难看 出 ，a、5、c 都 是 整数 ， 而 且 

绝对 值 不 会 比 5 К, 取 x=10 代入, 应当 有 : 


_— ах10°+Ьх10+с=0 
移 项 ， 取 绝对 值得 
1100al = 110 +cl<10101+lecl=55 (3) 
于 是 а 必须 为 0， 因 而 
[10Ь1 = lel <5 (4) 
这 就 推出 5 必须 为 0。 
于 是 c 也 必须 为 0 了 。 这 表明 (1) 是 恒等式 。 
由 此 可 见 ， 要 验证 一 个 带 有 未 知 数 的 等 式 是 不 是 
一 个 恒等式 ， 只 要 举 一 个 例子 。 不 过 ， 这 个 例子 里 的 
未 知 数 要 足够 大 。 
有 时 ， 等 式 会 不 止 出 现 一 个 未 知 数 。 例 如 
(х? уг) (а-у?) = -у (5) 
这 个 等 式 里 有 x、y 两 个 未 知 数 ， 关 于 x 的 最 高 次 数 
是 6 次 ， 关 于 y 的 最 高 次 数 是 4 次 。 验 证 时 可 以 取 x 
的 7 个 值 ， 如 x=0、1、2、3、4、5、6, y 的 5 个 值 ， 
如 y=0、1、2、3、4， 交 又 组 合 出 一 共 .(6+1) x 
(4+1) =352 (х,у) 代入 验算 ， 如 果 都 对 了 ， 就 证 
明 (5) 是 恒等式 。 
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也 可 以 用 一 组 (х,у) 代入 验算 , 但 是 x 和 yy 的 
取 值 都 要 很 大 ， 而 且 一 个 要 比 为 一 个 大 得 多 。 具 体 到 
等 式 (5)， 可 以 取 y=10, х = 100000。 

等 式 里 有 更 多 的 未 知 数 的 时 候 ， 仍 然 可 以 用 例证 
法 来 判别 它 是 不 是 恒等式 。 如 果 它 含 m 个 未 知 数 ， 次 
数 分 别 是 和 ，h。，…，%,， 那 么 就 要 用 

(Е, +1) (А +1):…(k, +1) 
组 未 知 数 的 值 代入 检验 。 

如 果 这 个 等 式 里 系数 都 是 整数 ， 而 且 展 开 之 后 可 
以 预 估 每 项 系数 绝对 值 都 不 超过 N - 1， 就 可 以 用 一 
组 未 知 数 的 值 来 检验 。 这 组 未 知 数 可 以 取 以 下 形式 : 

х=М, х,=хү'!, ху=х, ЕЕЕ х= 
这 是 一 组 大 得 可 怕 的 数 。 

总 之 ， 含 多 个 未 知 数 的 代数 等 式 是 不 是 恒等式 的 
问题 ， 也 可 以 用 例证 法 解决 。 用 许多 组 数值 不 大 的 例 
子 可 以 ,用 一 组 很 大 数值 的 例子 也 可 以 。. 

用 解析 几何 的 原理 ， 可 以 把 几何 命题 成 不 成 立 的 
问题 转化 为 检验 代数 式 是 不 是 恒等式 的 问题 。 用 一 组 


‚+1! 
1 


Б. 
х = 


未 知 数 检 验 ， 在 几何 里 相当 于 具体 画 一 个 图 。 这 样 ， 
举 一 个 例子 就 可 以 检验 几何 命题 是 不 是 成 立 ， 也 就 不 
足 为 奇 了 。 

洪 加 威 提出 的 例证 法 ， 是 举 一 个 例子 来 检验 ， 例 
子 虽 只 有 一 个 ， 但 数值 很 大 ， 用 电子 计算 机 算 起 来 都 
很 困难 。 

另外 ， 我 国有 些 数 学 家 还 提出 了 多 点 例证 法 ， 即 


举 多 组 例子 ， 但 每 个 例子 计算 起 来 都 很 快 ， 这 样 就 使 
例证 法 从 理论 变 为 现实 。 

数学 里 有 不 少 问题 ， 可 以 用 “举例 ”的 方法 解 
决 。 可 以 说 ， 在 归纳 推理 和 演绎 推理 之 间 ， 已 经 没有 
一 条 不 可 逾越 的 鸿沟 了 。 


精确 与 误差 


边 长 为 1 米 的 正方 形 ， 它 的 对 角 线 是 V2 米 。 这 是 


用 勾 股 定理 算出 来 的 ， 是 完全 准确 的 答案 。 
但 是 ，v2 米 是 没 法 用 尺子 量 出 来 的 ， 也 不 好 用 于 
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实际 的 计算 。 你 到 商店 买 2 米 布 ， 售 货 员 没 法 给 你 
量 。 即 使 用 几何 作 图 的 办 法 给 你 扯 了 v2 米 布 ， 价 钱 也 
不 好 算 。 比 如 ， 每 米 1.5 元 ， 人 2 米 就 是 1.5 x 2 元 。 
怎么 收 款 呢 ? 只 有 用 Y2 的 近似 值 1.414，1.5 х1. 414 
=2. 121， 还 要 四 含 五 人 ， 收 二 元 一 角 二 分 钱 。 

所 以 ， 要 想 做 到 完全 精确 ， 没 有 误差 ， 在 实际 生 
活 中 是 行 不 通 的 。 

在 实际 生活 中 ， 甚 至 在 很 精密 的 科技 活动 中 ， 都 
是 允许 有 误差 的 ; 只 要 误差 不 超过 一 定 的 限度 ， 也 就 
可 以 了 。 

但 是 ， 作 理论 研究 的 时 候 ， 有 时 就 要 绝对 精确 。 
“三 角形 内 角 和 等 于 180*”， 这 个 定理 中 的 180° 一 点 
也 不 能 变 。 多 一 丁点 儿 ， 少 一 丁点 儿 ， 定 理 就 不 成 立 
了 。 说 “2 是 方程 刀 -2 =0 ЮН", 
的 。 把 V2 改 成 1.4142， 就 不 对 了 。 

这 时 ， 要 是 用 电子 计算 机 检验 一 个 数 是 不 是 某 个 
方程 的 根 ， 可 能 出 现 这 样 的 问题 : 计算 机 把 х 的 值 代 


到 方程 里 ， 算 到 最 后 ， 算 出 来 的 是 一 个 很 小 很 小 的 
数 ， 比 方 说 ，0. 000000001， 这 可 叫 人 捉摸 不 定 了 ! 
究竟 它 是 不 是 方程 的 根 呢 ? 也 许 它 不 是 方程 的 根 ， 算 
出 来 本 来 就 不 该 等 于 0; 也 许 它 本 来 是 方程 的 根 ， 只 是 
因为 计算 机 在 计算 过 程 中 有 舍 人 误差 (例如 ， 我 们 用 
1.41421… 代 替 \2) ， 结 果 算 出 来 不 是 0 了 。 

联系 到 上 一 节 里 说 的 用 例证 法 证 明 几 何 定理 ， 这 
个 问题 尤为 严重 。 代 进去 真正 是 0， 定 理 就 成 立 了 。 
差 一 点 点 儿 ， 定 理 就 不 成 立 了 。 这 真是 差 之 上 毫 厘 ， 廖 
之 千里 ， 朴 忽 大 意 不 得 的 事 。 不 解决 计算 必 有 误差 与 
绝对 精确 的 要 求 之 间 的 矛盾 ， 例 证 法 也 就 是 一 句 
空话 ! 

提出 了 例证 法 的 洪 加 威 ， 当 然 看 到 了 这 个 问题 的 
严重 性 。 但 是 ， 他 很 快 又 看 到 了 : 通过 并 不 绝对 精确 
的 计算 ， 却 能 够 得 到 绝对 正确 的 结论 ! 

道理 何在 呢 ? 

举 个 简单 的 例子 。 如 果 我 们 要 算 某 一 个 整数 ， 算 
的 过 程 中 可 能 要 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 、 开 方 、 解 方 
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程 、 查 三 角 函 数 表 等 许多 运算 。 由 于 不 可 避免 的 误 
差 ， 结 果 是 6. 003 。 如 果 误 差 不 超 过 0.5 的 话 ， 准 确 
值 应 当 在 5. 503 与 6. 503 之 间 。 在 这 个 范围 内 只 有 一 
个 整数 6， 所以， 准确 的 结果 就 一 定 是 6。 这 样 ， 在 
一 定 条 件 下 ， 不 那么 精确 的 计算 帮 有 我 们 得 到 了 十 分 精 
确 的 结论 。 
再 举 一 个 复杂 一 点 的 例子 。 甲 写 给 乙 一 个 三 次 
方程 : 
х жах +Ьх+с=0 (1) 
并 且 告 诉 乙 ， 这 里 的 系数 a、b、c 都 是 绝对 值 不 大 于 
10 的 整数 ; 又 说 , 将 x =0. 414214 代入 (1)， 用 电子 
计算 器 可 以 算出 
100. 414214)°+а x (0. 414214)?+Ьх0. 414214 + cl <0. 000002, 
然后 问 : 由 于 1.414214 是 根 号 2 的 近似 值 ， 根 据 这 
个 结果 ， 能 不 能 断定 
х ={2-1 . (2) 
正好 是 方程 (1) 的 根 呢 ? 


你 想 ， 乙 如 何 才能 回答 这 个 问题 ? 


老 老 实 实 把 (2) КА (1) 的 左 端 ， 经 过 整理 
和 化 简 ， 得 到 : 
(3a -b+c-7)+(-2a+p+5)xw (3) 
记 此 数 为 f, 并 令 m=13a-b+tc-71, п=1-2а + 
+51 ， 则 由 于 入 都 是 整数 ， 而 1 fl < 0. 000002, 
可 见 | 
1 =1т-п21 | (4) 
又 因为 a、b5、c 的 绝对 值 都 不 大 于 10， 故 m<58， 而 
n<36， 所 以 
т +п {2 <120 (5) 
如 果 / 不 为 0， 则 必 有 : 


[т> 一 2721 1 1 
m+nD mm+nv2 120 


这 与 1 fl <0. 000002 矛盾 ， 可见 f=0; 也 就 是 说 
x=2-1 

是 方程 (1) 的 根 ! 

带 有 误差 的 计算 告诉 了 我 们 绝对 正确 的 信息 : x 

=V2 -1 确实 是 三 次 方程 (1) 的 根 ! 


IF = 1m-ny2l = 


确实 
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为 什么 能 够 透 过 带 有 误差 的 计算 看 到 绝对 正确 的 
结果 呢 ? 关键 之 处 是 我 们 预先 断定 : 如 果 不 是 0， 它 


25: 反 过 来 ， 只 要 比 -和 小 ， 它 一 定 是 
由 此 可 见 ， 预 见 计算 结果 的 范围 ， 就 十 分 重 
要 了 。 
我 们 知道 ， 任 何 计算 总 离 不 开 加 减 乘除 。 而 在 计 
算 的 出 发 点 ， 我 们 总 可 以 把 所 有 参与 运算 的 数 都 看 成 
整数 ， 因 为 小 数 无 非 是 整数 除 整数 的 商 。 那 么 从 有 限 
个 绝对 值 不 超过 m 的 整数 出 发 ， 进 行 总 数 不 超 过 М 
次 的 加 、 减 、 乘 、 除 ， 得 到 的 结果 的 绝对 值 如 果 不 是 
0， 至 多 能 小 到 什么 程度 呢 ? 
1 


( V2m)” 

更 小 。 如 果 算 出 来 比 这 个 界限 更 小 ， 那 它 一 定 是 
0 了 。 

更 一 般 的 问题 是 : 从 有 限 个 数 出 发 ， 经 过 有 限 次 

数学 运算 ( 四 则 ， 开 方 、 乘 方 ， 解 代数 方程 ， 求 三 角 


可 以 证 明 ， 它 不 可 能 比 (v2m) 一 即 


函数 与 反 三 角 函 数 ， 取 对 数 或 反对 数 ， 求 和 ， 微 分 与 
积分 ……) ， 当 然 只 能 得 到 有 限 个 数 ， 这 些 数 当中 去 
掉 0， 总 有 绝对 值 最 小 的 。 这 个 最 小 的 绝对 值 的 界限 
是 多 大 呢 ? 

比如 说 : 从 1 出发， 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 、 取 正 
弦 函 数 这 五 种 运算 共 100 次 ， 能 得 到 的 最 小 的 正 数 是 
多 大 ? 当然 ， 精 确 算出 来 很 难 。 能 不 能 估计 一 下 它 大 
于 多 少 呢 ? 它 是 不 是 比 亿 亿 分 之 一 大 ? 

这 类 问题 很 重要 ， 但 又 很 难 。 数 学 家 们 目前 还 找 
不 到 办 法 来 回答 它 。 


哥哥 长 1 岁 ， 弟 弟 也 长 1 岁 。 两 个 人 的 年 龄 都 变 
了 ， 但 年 龄 的 差 没有 变 。 去 年 哥哥 比 弟弟 大 3 岁 , 今 
年 还 是 大 3 岁 。 

一 个 小 球 抛 上 去 ， 越 高 ， 小 球 上 升 的 速度 就 越 
慢 ， 到 了 最 高 点 向 下 落 ， 越 落 ， 小 球 下 降 的 速度 就 越 
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快 。 它 的 高 度 和 速度 在 不 断 变化 之 中 。 高 了 ， 势 能 增 
加 ， 但 速度 变 小 了 一 一 动能 减少 了 。 低 了 ， 势 能 
少 ， 但 速度 变 大 了 一 一 动能 增加 了 。 它 


把 一 张 椅 子 从 屋 里 搬 到 院子 里 ， 椅 子 的 位 置 变 
了 ， 但 大 小 没有 变 。 它 还 是 那么 高 、 那 么 宽 。 方 的 还 
是 方 的 ， 圆 的 还 是 圆 的 。 

照相 机 把 万 里 河山 的 壮丽 景色 摄 于 小 小 的 底片 
上 ， 显 微 镜 把 细菌 的 奥秘 呈现 于 眼底 。 大 的 可 以 变 
小 ， 小 的 可 以 变 大 。 在 这 类 变化 之 中 ， 大 小 变 了 ， 模 
样 儿 大 体 没有 变 。 

大 千 世 界 ， 到 处 都 在 发 生 着 或 明显 或 隐蔽 的 运动 
与 变化 。 迅 速 的 变化 令 人 目眩 神 迷 变化 使 人 
不 知 不 觉 。 但 是 ， 正 像 前 面 举 的 一 些 例子 那样 ， 在 变 
化 的 过 程 中 ,常常 有 相对 不 变 的 东西 。 

数学 家 的 眼光 ， 常 常 盯 住 变化 中 不 变 的 东西 。 正 

是 这 些 不 变 的 东西 ， 把 变化 中 的 不 同 镜头 联系 起 来 ， 
帮助 我 们 认识 变化 过 程 的 本 质 ， 帮 助 我 们 解决 各 种 


问题 。 

小 学 生 知道 ， 解 有 关 年 龄 的 应 用 题 的 时 候 ， 两 个 
人 的 年 龄 差 不 变 是 个 关键 。 抓 住 这 一 点 ， 往 往 可 以 使 
问题 迎刃而解 。 

中 学 生 知 道 ， 方 程 两 边 同 时 加 上 或 减 去 一 个 数 、 
一 个 代数 式 ， 方 程 样子 变 了 ， 但 解 没有 变 。 抓 住 了 这 
一 点 ， 才 能 用 移 项 的 办 法 化 简 方 程 ， 求 方程 的 解 。 

一 个 代数 式 子 ， 可 以 变 成 另 一 种 形式 。 例 如 ， 
а? -0 可 以 写成 (a+5) (a -5b)。 样 子 变 了 ,但 让 a、 
Ь 取 具 体 数 值 的 时 候 ， 算 出 来 的 结果 不 会 变 。 正 因为 
如 此 ， 我 们 才 可 以 把 57° - 56° 写成 (57 +56) (57 - 
56) ， 一 下 子 算出 它 是 113; 把 48 х52 写成 (50 -2) 
х (50 +2) =50 -4， 一 下 子 算出 它 是 2496 。 

平面 几何 里 ， 图 形 里 的 一 部 分 ， 可 以 经 过 旋转 、 
平移 、 反 射 、 放 大 、 缩 小 变 成 另 一 部 分 。 在 旋转 、 平 
移 、 反 射 的 时 候 ， 两 点 的 距离 是 不 变 的 。 在 按 比 例 放 
大 、 缩 小 的 时 候 ， 角 度 是 不 变 的 。 利 用 图 形 在 变化 过 
程 中 的 不 变性 质 ， 常 常 可 以 找到 巧妙 的 解 题 窍门 。 


+ 
讲 
志 
Г 


23 
+ 
数 
讲 
座 
= 
辑 


想 要 证 明 “ 等 腰 梯 形 4BCD 的 两 底 角 人 4 与 人 B 
相等 " ， 简 便 的 办 法 是 把 线段 АР 沿 着 上 下 底 所 限定 
的 轨道 平移 ， 平 移 到 D 与 C 重合 ,4 搬 到 天 处 ， 让 图 
上 变 出 来 一 个 等 腰 三 角形 СЕВ (图 2 一 2)。 平移 的 时 
候 ，AD 变 成 了 和 它 一 样 长 的 CE， РАВ 变 成 了 和 它 
一 样 大 的 LCEB。LCEB = LCBE, 也 就 是 4= LB 
了 。 

在 正方 形 АВРЕ 的 两 边 ВЮ, рЕ ЕҢ С, ЕЙ], 
使 CAE =45"， 要 你 证 明 

ВС + ЕЕ = СЕ 
这 不 是 一 个 容易 做 的 题目 。 如 果 你 想到 了 旋转 ， 会 把 
АВАС 绕 点 4 转 到 A 人 FA4G 的 位 置 (图 2-3)， 就 会 发 


现 问 题 变 得 明朗 化 了 。 在 旋转 中 ， 长度 不 变 ， 所 以 
АВ = АЕ, АС = АС, 角度 也 不 变 ， 所 以 / ВАС = 
LF4G。 这 就 证 明了 人 4GE 2 ЛАСЕ, Р 
ВС + ЕЕ = СЕ + ЕЕ = СЕ = СЕ 

问题 便 解 决 了 。 

反射 就 是 给 图 形 照 镜子 。 别 看 这 个 变换 简单 ， 它 
有 时 能 给 人 们 提供 绝妙 的 解 题 方法 。 让 我 们 来 看 一 个 
著名 几何 题 的 巧夺天工 的 解法 。 

18 世纪 初 ， 意 大 利 数学 家 法 格力 诺 提出 了 这 样 
一 个 问题 : 

“给 了 一 个 锐角 三 角形 48C， 作 一 个 内 接 于 它 的 
周 长 最 小 的 三 角形 。” 

也 就 是 说 ,在 ВС, СА, АВ 三 边 上 ， 分 别 取 点 
Х, Ү, 7, 使 YY+YZ +7Х 最 小 。 

请 看 法 国 数学 家 小 加 勃 里 尔 : 马 南 给 出 的 解答 : 

АВ 上任 取 一 点 2Z， 把 BC 当 镜面 ，2Z 在 镜 中 成 
为 五 。 把 4C 当 镜 面 ，Z 在 镜 中 成 为 K。 连 HK， 分 别 
交 BC 于 X、 交 AC 于 Y， 则 
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ХҮ + Ү2 + 2Х = ХҮ + ҮК + ХН = НК 
ШЖ ХА, УБЛ Х', У, 1 
X'Y +Ү'7+7Х' > НК 
所 以 ， 如 果 2 固定 了 ， 周 长 最 小 的 内 接 三 角形 只 能 是 
ЛХҮ2 (82-4), 


02-4 

那么 ， 当 2 变化 的 时 候 ， 哪 个 位 置 使 HK 变 得 最 
小 呢 ? 

很 明显 ，LZCB = 2 НСВ, / 7СА= / КСА, 
一 定 有 人 KCH =2Z4CB， 并 且 有 СК = С2 = СН, 
而 ACKH 是 顶 角 固定 (2 44CB) 的 等 腰 三 角形 。 腰 
越 长 ， 底 边 КН 也 越 长 。 什 么 时 候 腰 最 短 呢 ? 也 就 是 
说 ,什么 时 候 CZ 最 短 呢 ? 当然 只 有 当 CZ 1 АВ 的 时 
修 ，CZ 最 短 。 


同样 的 道理 ，4X 应 当 是 BC 边 上 的 高 ，BY 应 当 
是 4C 边 上 的 高 。 

结论 : 当 X、Y、Z 是 A4BC 三 边 上 的 垂 足 的 时 
候 ，AXYZ 是 周 长 最 小 的 内 接 三 角形 ! 

再 举 一 个 例子 ， 看 看 按 比例 放大 的 用 处 。 

这 里 有 一 个 锐角 A4BC， 请 你 在 АВ 边 上 取 两 点 
P、Q， 作 一 个 正方 形 PORS， 要 求 R、5 两 点 正好 落 
在 4C、BC 两 边 上 。 

一 下 子 作出 这 么 个 正方 形 ， 确 实 不 容易 ， 不 是 大 
了 ， 就 是 小 了 。 

小 就 小 吧 ， 先 靠 着 <4 摆 一 个 小 正方 形 ， 如 图 
2 -5$。 这 不 难 ， 可 惜 这 个 小 正方 形 有 一 个 顶点 邓 没 有 
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落 到 A 人 4BC 的 边 上 。 怎 么 办 ? 来 一 个 放大 : ЖАМ, 
延长 后 交 BC 于 К 3] К }Е АВ 的 垂 线 交 4B РО, (Е 
АВ 的 平行 线 交 4C 于 $， 又 过 $ 作 АВ 的 垂 线 交 4B 于 
P。 不 难 弄 清楚 ，PQRS 是 由 那个 小 正方 形 经 过 成 比 
例 放 大 而 得 到 的 ， 所 以 也 是 个 正方 形 。 

变换 ， 是 数学 家 手 里 的 一 大 利器 。 看 清楚 哪些 东 
西 是 在 变化 中 不 变 的 ， 数 学 家 就 能 得 心 应 手 地 用 变换 
的 办 法 解决 问题 。 


巧 思 妙 解 
椭圆 上 的 蝴蝶 


玻璃 窗 的 窗 框 是 正方 形 的 。 阳 光 透 窗 而 人 ， 落 在 
地 板 上 ， 窗 框 的 影子 却 未 必 是 正方 形 的 了 。 但 是 也 不 
会 变 成 圆 形 或 三 角形 ， 这 影子 是 一 个 平行 四 边 形 。 

在 玻璃 窗 上 画 一 个 几何 图 形 ， 阳 光 会 把 这 个 几何 
图 形 “ 印 ”到 地 板 上 一 一 但 是 样子 变 了 。 

太阳 离 地 球 很 远 很 远 ， 所 以 照 在 玻璃 窗 上 的 一 束 
光 ， 可 以 当成 是 平行 光束 。 在 平行 光束 投射 之 下 ， 玻 
璃 上 的 几何 图 形 和 它 的 影子 图 形 可 以 很 不 一 样 。 

你 可 能 注意 到 : 正午 ， 你 的 影子 很 短 ; 傍晚 ， 它 
很 长 。 

正方 形 的 影子 不 一 定 是 正方 形 。 所 以 ， 图 形 里 的 
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角 和 影子 里 的 角 也 不 一 定 一 样 了 。 

这 种 图 形变 换 ， 变 得 比 旋转 、 平 移 、 反 射 都 厉 
害 ， 它 能 改变 两 点 之 间 的 距离 ; 变 得 比 “ 按 比例 放 
大 、 缩 小 ”更 厉害 ， 它 能 改变 两 直线 之 间 的 来 角 。 

数学 家 把 这 种 变换 叫 “ 仿 射 变换 ”。 

长 短 可 以 改变 ， 角度 也 可 以 改变 。 玻 璃 上 的 图 形 
和 地 板 上 的 影子 之 间 还 有 什么 共同 之 处 呢 ? 

共同 点 还 不 少 呢 ! 

直线 的 影子 还 是 直线 。 确 切 地 说 ， 线 段 的 影子 还 
是 线段 一 一 因为 玻璃 上 画 不 下 一 整 条 直线 。 

线段 的 中 点 还 是 中 点 。 也 就 是 说 ， 如 果 玻 璃 上 有 

一 条 线段 48B8，A4B 中 点 是 M。48 的 影子 是 4'B',，M 的 
影子 是 M'， 则 M' 也 是 4'B' 的 中 点 。 

平行 线 的 影子 还 是 平行 线 。 

平行 四 边 形 的 影子 还 是 平行 四 边 形 。 

三 角形 的 影 三 角形 。 

圆 变 成 什么 样子 了 呢 ? 

圆 可 能 变 扇 。 用 准确 的 数学 术语 说 ， 圆 变 成 了 


Я. 

什么 是 椭圆 ? 

一 根 圆 森 棒 ， 用 包子 斜 着 锯 断 ， 断 面 就 是 椭圆。 

一 个 圆 ， 均 匀 地 压缩 或 拉 伸 ， 便 成 了 椭圆 。 压 缩 
或 拉 伸 的 办 法 是 : 取 一 条 直径 ， 从 圆周 上 每 一 点 向 
直径 作 垂 线 PA; 再 取 定 一 个 正 的 常数 ， 在 直线 PA 
上 取 P', 使 PPA=kPA， 这些 P' 便 组 成 了 椭圆 (图 
3 -1)。 当 k <1 时 ， 是 把 圆 压缩 了 ; 当 丰 > 1 时， 是 
把 圆 拉 伸 了 。 

在 木板 上 画 个 椭圆 并 不 难 。 钉 上 两 个 钉子 4 与 
8， 用 细 强 圈套 住 两 个 钉子 。 一 支 铅笔 放 在 强 套 里 ， 
崩 紧 了 边 滑 边 画 ， 椭 贺 便 出 来 了 (43-2). 


Р 


图 3 一 1 图 3 一 2 
关于 圆 ， 有 一 个 有 趣 的 定理 : 
蝴蝶 定理 ЗАВ ХЕ 0 的 弦 ，M 是 АВ 的 中 点 。 
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过 MM 作 圆 0 的 两 弦 СЮ, ЕЕ, СЕ, РЕ 分 别 交 АВ 于 
Н, С. МН = МС. 


图 3 一 3 

这 个 定理 画 出 来 的 几何 图 ， 很 像 一 只 翩翩 飞舞 的 
蝴蝶 ， 所 以 叫做 蝴蝶 定理 (图 3--3)。 

蝴蝶 定理 的 第 一 个 证 法 是 1815 年 由 数学 家 奥 纳 
完成 的 。100 多 年 来 ， 人 们 不 断 地 提供 多 种 多 样 的 证 
明 。 其 中 一 个 最 简单 的 证 明 是 这 样 的 : 

先 注意 一 条 简单 的 命题 : 

共 角 三 角形 的 比例 定理 在 人 4BC 和 A4'B'C' 中， 
如 果 24= 24'， 则 


5лавс ”4B .4C 
Sope АВ 'А'С' 


证 明 是 容易 的 ， 这 里 用 到 小 学 生 都 知道 的 “ 共 高 


这 个 非常 有 用 的 共 角 比例 定理 便 出 来 了 。 
在 蝴 机 图 中 ，A 工 和 AR 、ARK 和 AL、AEL 和 
A 亚 、A 亚 和 A 工 两 两 都 是 共 角 三 角形 。 所 以 ， 
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图 3- 
三 角形 面积 比 等 于 底 之 比 " : 把 A4BC ЯП ЛА'В'С' 的 
24 与 L4' 重 在 一 起 (图 3-4) ， 就 可 以 看 出 来 : 
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_ МС? .HF*HC 
ми СЕ Ср 


(1) 


利用 圆 的 性 质 : 
HF. НС = НВ · НА 
СЕ • Ср = СА • СВ 
为 了 清楚 ,i 记 АВ =2а, МС =х, МН =y， 则 
HA=a+y, НВ=а-у 
СА=а-х, СВ =а+х 
代 回 到 等 式 (1) Ф: 


9 
y (а-х)(а+х) 


саңа жу) 
y (а? – х) 


也 就 是 
y (a -x)=x (а? – у?) 
整理 之 后 得 * =у', ЩІ МС= МН, 
这 个 证 法 ， 不 用 辅助 线 ， 从 一 个 平凡 的 等 式 出 
发 ， 一 气 呵 成 ， 已 够 妙 的 了 。 更 妙 的 是 ， 数 学 家 们 目 
光一 转 ， 忽 然 发 现 : 蝴蝶 定理 里 面 的 圆 换 成 椭圆 


图 3 一 5 
(图 3-5) ， 这 个 定理 依然 成 立 ! 

直接 证 明 可 真 不 容易 ! 刚才 ， 我 们 用 了 圆周 角 定 
理 和 相交 弦 定 理 ， 这 些 定理 对 椭圆 并 不 成 立 ， 怎 么 办 
呢 ? 

仿 射 变换 帮 了 我 们 的 大 忙 。 适 当选 取 平行 光束 照 
射 的 角度 ， 总 可 以 把 地 板 上 的 椭圆 当成 玻璃 上 的 圆 的 
影子 。 А’. В', М' ЖА, BM...... 的 景 7. 椭圆 
上 的 蝴蝶 是 贺 上 的 蝴蝶 的 影子 。 既 然 在 椭圆 上 M' 是 
4'B' 的 中 点 ， 在 圆 上 M 就 是 АВ 的 中 点 。 根 据 圆 上 的 
蝴蝶 定理 ，M 也 是 HG 的 中 点 。 再 投影 到 地 板 上 ，M?' 
也 是 HG 的 中 点 ， 即 M'H' = M'G'。 桶 加 上 的 蝴蝶 定 
理 也 成 立 ! 

就 这 样 ， 数 学 家 利用 变换 下 的 不 变 的 东西 ， 化 
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难为 易 ， 由 此 及 彼 ， 使 隐蔽 的 规律 暴露 出 来 ， 轻 而 
易 举 地 达到 了 本 来 似乎 是 其 长 莫 及 的 目标 ! 


无 穷 远 点 在 哪里 


两 条 直线 至 多 交 于 一 点 。 

但 是 ， 即 使 在 同一 个 平面 上 ， 两 条 直线 也 不 一 定 
非 相 交 不 可 。 如 果 不 相交 ， 就 说 这 两 条 直线 平行 。 

平行 线 不 相交 ， 它 们 好 像 笔直 的 铁路 上 的 两 根 钢 
轨 ， 距 离 处 处 相等 ， 一 同 伸 向 远方 。 

不 过 ， 当 你 顺 着 铁路 向 前 方 姚 望 的 时 候 ， 你 却 感 
到 ， 两 根 钢轨 之 间 的 距离 越 来 越 小 。 终 于 ， 在 地 平 线 
上 ,它们 似乎 汇合 在 一 起 了 。 

你 明白 ,这 是 视觉 的 假象 ， 它 们 不 会 合 为 一 点 。 

但 也 许 是 因为 这 种 假象 给 人 们 以 影响 吧 ， 有 不 少 
人 就 说 : 两 条 平行 线 交 于 无 穷 远 处 。 不 过 ， 直 线 相交 
处 是 点 ， 所 以 也 说 : 两 条 平行 线 交 于 无 穷 远 点 。 

这 种 说 法 对 吗 ? 退 一 步 ， 这 种 说 法 能 讲 出 点 什么 


道理 四? 

要 想 为 “平行 线 交 于 无 穷 远 点 ” 找 点 根据 ， 就 得 
解释 清楚 什么 叫 “ 交 ”， 什 么 叫 “ 无 穷 远 点 ”。 

数学 家 还 真 的 给 这 种 说 法 找到 了 可 以 自圆其说 的 
解释 。 

交 ， 是 好 理解 的 。 两 条 直线 有 一 个 交点 ， 也 就 是 
两 条 直线 有 一 个 公共 点 。 

两 条 平行 直线 ， 有 什么 公共 的 东西 呢 ? 如 果 有 什 
么 公共 特点 的 话 ， 这 个 公共 特点 也 就 可 以 勉强 叫做 
“无 穷 远 点 ” 吧 !“ 交 于 无 穷 远 点 ”"， 也 就 是 有 公共 的 
“无 穷 远 点 "1! 

两 条 平行 直线 被 第 三 条 直线 所 截 ， 同 位 角 相 等 ， 
这 表明 ， 平 行 线 有 共同 的 方向 ， 或 者 说 ， 它 们 对 同一 
直线 倾斜 的 程度 是 一 样 的 ! 

两 个 人 分 别 在 两 条 直线 上 行走 ， 如 果 两 条 直线 不 
平行 ， 他 俩 之 间 的 距离 最 终 会 越 走 越 远 。 当 两 条 直线 
平行 的 时 候 ， 他 们 才 有 可 能 永远 保持 着 不 远 不 近 的 
距离。 
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这 么 说 ，“ 无 穷 远 点 ”就 是 方向 ， 就 是 倾斜 度 。 
每 条 直线 有 自己 的 倾斜 度 ， 也 就 是 有 自己 的 “无 穷 远 
АА, © 
用 这 个 观点 看 问题 ， 便 可 以 说 : “平面 上 任意 两 
条 直线 交 于 一 点 ， 或 者 是 平常 的 点 ， 或 者 是 无 穷 远 
Мо” 

望远镜 能 帮 有 我 们 看 到 远方 的 景色 ， 但 看 不 到 无 穷 
远 点 。 数 学 家 的 眼光 却 能 看 到 无 穷 远 点 。 这 不 是 胡 
说 ， 数 学 家 真有 办 法 把 无 穷 远 点 从 无 穷 远 处 拉 回 来 ， 
变 成 看 得 见 摸 得 着 的 平平 常常 的 点 。 

数学 家 有 自己 的 超级 望远镜 ， 这 个 超级 望远镜 叫 

如 图 3 -6， 在 平坦 的 广场 上 竖立 两 根 高 高 的 竿 
子 , 一 根 是 4B, 一 根 是 CD。 它 们 可 以 看 成 两 条 平行 
线 。 比 这 两 根 笔 子 更 远 的 地 方 ， 有 一 根 灯 柱 。 电 灯 0 
光芒 四 射 ， 它 把 两 根 笔 子 的 长 长 的 影子 投 到 地 面 上 。 
这 两 条 影子 ， 不 再 是 平行 的 了 ! 它们 的 延长 线 交 于 一 
点 P,P 恰 在 灯 柱 的 下 端 ! 


о 


15 8 30 Ж 


~ 


П 
П 

Ў 

1, 
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事实 表明 ， 在 点 光源 照射 下 ， 平 行 线 的 影子 可 以 
不 再 平行 了 。 这 种 由 点 光源 的 投影 形成 的 图 形变 换 ， 
叫做 射影 变换 。 

两 根 竿 子 48、CD， 它 们 没有 公共 点 ， 无论 怎 样 
延长 ， 也 不 会 相交 。 但 它们 的 影子 WA 和 了 YC， 延长 之 
后 却 相交 于 一 点 P。 

影子 上 的 每 一 点 ， 都 是 竿 子 上 某 一 点 的 投影 。 图 
中 了 是 X 的 投影 殉 是 2Z 的 投影 。 但 是 ， 当 4B 上 的 
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М 的 高 度 和 光源 0 的 高 度 相等 的 时 候 ，OM 平行 于 地 
平面 ，M 的 影子 就 落 不 到 地 上 了 。M 的 影子 哪里 去 了 
呢 ? 让 Z 在 4B 上 渐渐 升 高 ，Z 越 接近 М, 7 的 影 
殉 跑 得 越 远 。Z 28207 М 的 时 候 ，W 会 远 得 难以 想 
象 。 所 以 ,不妨 认为 ，Z 到 达 MM 的 时 候 ， 它 的 影子 下 
就 到 无 穷 远 处 了 。 所 以 ，M 的 影子 是 直线 РА 上 的 无 
Эуел, ЈАВЕ, Ф Ср Е У СУ = РО 的 时 候 ，N 
的 影子 是 直线 РС 上 的 无 穷 远 点 。 

比喻 永远 是 鉴 脚 的 。 灯 光 下 的 影子 虽然 给 我 们 以 
很 大 启发 ， 但 并 不 能 圆满 地 解释 一 切 。 当 Z 再 升 高 ， 
超过 M 的 时 候 ，Z 的 影子 投入 落 茫 太空 。 怎 么 办 ? 
АР 这 段 虚线 ， 又 是 哪 一 段 笔 子 的 投影 ? 

从 数学 家 的 眼光 看 来 ， 所 谓 УЖ Z 的 影子 ,也 
就 是 WW 在 直线 0Z 上 。 这 样 ， 只 要 让 Z 在 整 条 直线 上 
滑动 ， 看 直线 与 广场 平面 交点 轨迹 如 何 变化 ! 

把 ОАВ 平面 画 出 来 看 (图 3 -7)， 就 清楚 多 了 : 
原来 当 Z 比 M 更 高 的 时 候 ， 直 线 02 与 广场 平面 的 交 
点 在 АР 的 延长 线 上 。 当 Z 在 4 的 下 面 , 即 Z 钻 入 地 


巧 思 妙 解 


3—7 
下 的 时 候 ，02 与 广场 平面 的 交点 恰 在 线段 4P 上 。 也 
就 是 说 ，Z 在 直线 АВ 上 变动 的 时 候 ，W 就 在 直线 РА 
上 变动 。 当 Z 向 “天 上 ” 升 ， 越 来 越 高 的 时 候 ， 画 
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从 左 方向 已 靠 拢 。 当 7 向 地 下 钼 ， 越 钻 越 深 的 时 候 ， 
下 从 右 方向 P 靠 扰 。 这 样 看 ,，P 就 是 直线 48 上 的 无 
穷 远 点 变 过 来 的 。 同 时 ， 可 以 看 出 ， 直 线 48 上 只 有 
一 个 无 穷 远 点 。 天 上 地 下 ， 两 头 的 无 穷 远 点 是 同 
一 个 。 

如 果 广 场 上 又 竖 起 一 根 斜 笔 EF ( 见 77 页 图 3- 
6) ， 在 点 光源 照射 下 ， 直 线 EF 上 的 无 穷 远 点 投射 到 
什么 地 方 了 呢 ? 是 不 是 仍 是 已 呢 ? 不 是 了 。 过 0 作 一 
条 平行 于 EF 的 直线 ， 交 广场 平面 于 0，Q 才 是 EF 上 
无 穷 远 点 的 投影 。 

ЕЕЕ 绕 着 在 一 个 平面 内 旋转 ，Q 就 跟着 变动 ， 
点 0 的 轨迹 是 一 条 直线 。 既 然 平 面 上 无 穷 远 点 的 
“影子 ”是 直线 ,我们 就 说 平面 上 所 有 的 无 穷 远 点 组 
成 一 条 无 穷 远 直线 。 


平行 光束 投影 一 一 仿 射 变换 ， 能 让 圆 上 的 蝴蝶 枉 
息 在 椭圆 上 。 点 光源 投影 一 一 射影 变换 ， 又 有 什么 
用 呢 ? 


在 射影 变换 之 下 ， 直 线 变 成 直线 ， 直 线 的 交点 还 


是 交点 。 但 是 ， 线 段 的 中 点 不 一 定 变 成 中 点 。 平 行 线 
也 可 以 变 成 相交 线 。 射 影 变换 下 ， 几 何 图 形 性 质 有 了 
更 剧烈 的 变化 。 尽 管 变化 剧烈 ， 还 是 保存 了 一 些 
性 质 。 

利用 射影 变换 下 不 变 的 性 质 一 一 三 点 共 线 ， 数 学 
家 可 以 从 简单 的 定理 变 出 看 来 相当 复杂 的 定理 。 

平面 几何 里 有 这 么 一 条 定理 : 

巴 斯 卡 定理 设 8 在 直线 4C 上 ，B {ЕҢ А'С' 
上 。 如 果 4B'/4'B,，BC'//B'C, 则 4C'//4'C。 


图 3 一 8 
用 面积 法 容易 证 明 这 条 定理 (83-8): 
因 4B'//A'B， 故 得 
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类 似 地 ， 由 ВС'//В'С 18 5 вск = 5лвсс РЖ 
Sac = дава + давс 
= 5 ларев + 5 давс 
= 5 лвсв + 5 двс 
= 5 лвсс + двс = дасе 
于 是 得 4AC'//4'C， 定 理 得 证 。 
下 面 的 定理 也 就 容易 证 明了 : 
定理 设 8 在 直线 4C 上 ，B' 在 直线 4'C' 上 。 如 
果 4B' 与 4'B 交 于 P，BC' 与 B'C Жр 0, ЩАС У 
A'C 的 交点 了 在 直线 PO 上 (83-9), 


表面 上 ， 这 个 定理 和 上 面 的 巴 斯 卡 定理 很 不 一 
样 。 但 只 要 用 点 光源 投影 把 直线 РО 变 成 无 穷 远 直 
线 , 条 件 “4B' 与 4'B 交 于 P” 和 “BC' 与 B'C 交 于 
Q” 便 成 了 4B8'//4'B 和 BC'//B'C。 由 巴 斯 卡 定理 可 
知 4C/4C'， 即 R 是 无 穷 远 点 。 既 然 P、Q、R 变 过 
去 之 后 在 同一 条 无 穷 远 直 线 上 ， 这 表明 它们 本 来 是 在 
一 条 直线 上 ! 


用 圆规 画 线段 


你 能 用 圆规 画 一 条 线段 吗 ? 

也 许 你 不 假 思索 地 回答 : 怎么 可 能 呢 ? 

不 错 ， 圆 规 是 画 圆 用 的 ， 线 段 是 直 的。 圆规 不 能 
画 线段 是 意料 之 中 的 事 。 

但 是 ， 问 题 里 只 说 “用 圆规 ”， 没 说 怎么 用 法 ， 
这 就 有 空子 可 销 了 。 

一 种 可 能 的 回答 是 : 把 圆规 当 铅 笔 用 ， 配 合 直 尺 
或 三 角 板 ， 不 是 可 以 画 线段 了 吗 ? 
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要 堵 住 这 个 空子 ， 就 要 说 明 只 许 用 圆规 ， 不 许 用 
直 尺 或 类 似 的 可 以 代替 直 尺 用 的 东西 。 比 如 ， 一 支 圆 
规 当 铅笔 ， 另 一 支 圆规 放 倒 当 直 尺 ， 都 是 不 允许 的 。 

另 一 种 回答 ; 把 圆规 的 针脚 在 纸 上 立 定 ， 用 手 迅 
速 地 把 有 笔头 的 那 一 支 “ 脚 ”向 外 拉 ， 岂 不 画 出 一 条 
线段 了 吗 (下 页 图 3-10)? 

这 个 答案 不 能 通过 。 因 为 谁 也 无 法 保证 这 样 拉 出 
来 的 线 是 真 的 直线 段 ， 它 可 能 有 一 点 肉眼 看 不 出 来 的 
弯曲 。 

第 三 种 回答 : 用 半径 很 大 的 圆规 画 短 短 的 一 段 
弧 ， 这 弧 就 几乎 是 直线 段 了 。 

确实 ， 如 果 用 半径 为 R 的 圆规 画 出 一 小 段 弧 ， 当 
弧 所 对 的 弦 长 是 24 时 ， 用 勾 股 定理 可 以 求 出 弧 的 拱 
高 为 (下 页 图 3 一 11): 


h=R- VR -a = 一 一 一 一 


比如 当 圆规 半径 为 1 米 时 ， 画 一 段 弦 长 1 厘米 的 弧 ， 
则 拱 高 大 致 为 


93-10 93-11 
(0.5)? 0, 
100 + V100” ~ 0. 5? 
还 不 到 1 毫米 的 50 72 —, АА, ВК 
段 当 然 没什么 区 别 了 


但 是 ， 题 目 要 的 是 数学 上 的 严格 的 线段 ， 不 是 看 
上 去 的 线段 。 大 半径 的 圆 弧 固 然 很 接近 线段 ， 但 究 竞 
不 是 真 的 线段 啊 ! 

这 么 说 ， 这 个 题目 还 有 办 法 回答 吗 ? 

不 要 诅 形 。 本 来 几乎 无 法 回答 的 问题 ， 现 在 居然 
凑 凑 合 合 地 给 出 了 三 个 答案 。 昌 然 都 不 能 令 人 满意 ， 
但 毕竟 还 是 有 收获 的 。 
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要 是 继续 想 ， 就 必须 把 题目 弄 得 更 严密 一 些 。 所 
谓 “ 用 圆规 画 一 条 线段 ”"， 具 体 含 义 是 : 圆规 的 针脚 
在 画 线 过 程 中 不 能 动 (这 就 否定 了 第 一 种 答案 )， 圆 
规 的 两 脚 距 离 在 画 线 过 程 中 不 能 变 (否定 了 第 二 种 答 
ж), ， 要 画 真正 的 线段 而 不 是 画 近似 的 线段 〈 第 三 种 
答案 也 被 否定 了 ) 。 

在 这 种 种 限制 之 下， 圆规 的 笔头 活动 的 轨迹 是 什 
么 呢 ? 

限制 在 平面 上 ， 只 能 是 圆 。 

如 果 摆 脱 了 平面 的 限制 ， 笔 头 在 空间 活动 ， 它 的 
轨迹 是 球面 。 可 是 球面 上 有 线段 吗 ? 

想到 这 里 ， 似 乎 已 走 上 绝路 。 但 是 , “ 山 重 水 复 
疑 无 路 ,柳暗花明 又 一 村 ”。 新 的 思想 往往 在 似乎 面 
临 绝境 的 时 候 产 生 。 

既然 圆规 的 笔尖 只 能 在 球面 上 活动 ， 而 球面 上 又 
没有 线段 ， 可 见 所 要 的 线段 不 可 能 直接 画 出 来 。 它 只 
能 是 画 好 之 后 再 变化 出 来 的 。 

想到 变化 ， 思 路 就 宽 了 。 


图 形 画 在 纸 上 ， 把 纸 卷 成 圆 简 ， 直 线 就 成 了 曲 
线 。 反 过 来 ， 当 圆 简 展开 成 平面 的 时 候 ， 圆 简 上 的 曲 
线 ， 也 可 能 变 成 直线 ! 

球面 是 不 能 展 平 的 。 但 球面 上 的 某 些 曲线 可 以 放 
到 圆 简 上 ， 而 圆 简 却 可 以 展开 。 

办 法 有 了 。 拿 一 个 茶 缸 来 ， 里 面 放 一 片 不 大 不 小 
的 圆 卡片 。 圆 规 的 针脚 扎 在 卡片 的 中 心 ， 再 在 茶 缸 的 
内 侧 壁 贴 上 一 张 纸 。 转 动 圆规 ， 在 茶 和 里 进行 “空间 
作 图 ”"， 在 茶 缸 内 侧 的 纸 上 画 圆 。 把 贴 在 茶 负 内侧 的 
纸 揭 下 来 ， 看， 纸 上 是 一 条 规 规矩 矩 的 线段 ! 

戏法 变 过 ， 亮 出 奥秘 ， 就 显得 平淡 无 奇 了 。 但 
是 ， 再 动脑 筋 ， 还 能 举一反三 。 

线段 好 比 是 半径 无 穷 大 的 圆 弧 。 空 间作 图 后 展 
开 ， 小 小 的 圆规 能 画 出 半径 无 穷 大 的 圆 弧 。 那 么 ， 固 
定 半 径 的 圆规 ， 能 画 出 半径 更 小 的 圆 弧 吗 ?比方 说 : 
半径 定 为 10 厘米 的 圆规 ， 能 画 出 半径 为 5 厘米 的 半 
圆 吗 ? 

应 当 是 可 以 的 。 因 为 半径 为 10 厘米 的 球面 上 ， 
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有 着 许多 半径 不 超过 10 厘米 的 圆 。 问 题 是 怎样 把 它 
画 到 纸 上 。 

有 个 办 法 你 不 妨 试 试 : 找 一 个 方形 的 木 盒子 或 厚 
纸板 盒子 ， 在 底部 的 内 棱 上 取 两 点 4、B, 使 4B=10 
厘米 。 在 底 上 取 一 点 0, 使 和 人 04B 是 正三 角形 。 以 0 
为 心 ， 用 半径 固定 为 10 厘米 的 圆规 画 圆 。 开 始 在 底 
面 上 画 ， 画 到 点 4 处 〈 或 妃 处 ) 碰 了 壁 ， 碰 了 壁 就 
扑 增 吧 。 它 在 增 上 画 的 恰好 是 半径 为 5 厘米 的 半圆 
(图 3 一 12)。 


РАВ ТЕ 


3—12 


道理 很 简单 。 设 АВ 的 中 点 是 W。 圆 规 的 笔尖 画 
到 盒子 内 壁 上 任 一 点 P， 则 空间 的 三 角形 AOMP 和 合 
底 的 三 角形 AOM4 全 等 。 因 为 它们 都 是 直角 三 角形 ， 
又 有 相等 的 斜 边 ОА = OP 和 公共 边 OM。 于 是 МР = 


MA。 这 表明 APB 是 半径 为 4M 的 半圆 ! 

调整 OM 的 大 小 ， 可 以 在 盒子 的 侧 辟 上 画 出 半径 
不 同 的 半圆 。 

数学 需要 幻想 ， 初 看 起 来 昔 刘 绝 伦 的 问题 ， 大 胆 
地 追 索 下 去 ， 未 必 没 有 实 实在 在 的 收获 。 


佩 多 的 生 锈 圆规 


初等 几何 里 ， 作 图 的 工具 只 许 用 圆规 和 无 刻度 的 
直 尺 。 这 种 习惯 性 的 约定 始 于 古 希腊 。 由 于 “三 大 作 
图 难题 ”( 三 等 分 任意 角 ， 二 倍 立 方 ， 化 圆 为 方 ) 的 
广泛 流传 ， 种 种 规 玉 作 图 问题 曾 使 许多 数学 爱好 者 入 
了 迷 。 

经 过 2000 多 年 的 艰苦 探索 之 后 ， 数 学 家 弄 清 了 


+ 
数 
学 


讲 


{| А || 


+ 


+ 
я 
学 
讲 
座 
专 
辑 


| 


规 尺 作 图 的 可 能 界限 。 证 明了 所 谓 “ 三 大 作 图 难题 ” 
实际 上 是 3 个 “不 可 能 用 规 尺 完成 的 作 图 题 "。 认 识 
到 有 些 事情 确实 是 不 可 能 的 ， 这 是 数学 思想 的 一 大 飞 
晓 。 这 中 间 曲 折 有 趣 的 过 程 ， 已 经 成 为 众多 的 科普 读 
物 中 津津 乐 道 的 话题 。 你 如 果 感 兴趣 ， 不 妨 读 一 读 
“少年 百科 丛书 ”中 《科学 的 发 现 (3)》(“ 六 大 数 
学 难题 的 故事 ”， 李 文 汉 著 ， 中 国 少 年 儿童 出 版 社 出 
版 ) 。 

旧 的 问题 解决 了 ， 数 学 家 的 眼光 便 转向 于 新 的 问 
题 。 他 们 提出 了 改变 作 图 规则 之 后 的 作 图 问题 。 

一 个 方向 是 放宽 限制 。 比 如 : 直 尺 上 有 了 刻度 ， 
又 能 干 些 什么 ?” 又 如 : 设计 出 能 画 别 的 曲线 的 仪器 ， 
能 把 任意 角 三 等 分 的 仪器 ,使 作 图 法 变 得 更 加 丰富 而 
实用 。 

相反 的 方向 是 加 强 限 制 。 比 如 : 几何 里 讲 的 直 尺 
理论 上 是 可 以 任意 长 的 ， 圆 规 的 半径 也 可 以 任意 大 。 
你 可 以 从 北京 到 上 海 连 一 条 线段 ， 也 可 以 以 兰州 为 
心 ， 画 一 条 穿 过 南京 的 圆 弧 。 可 实际 上 ， 我 们 用 的 贺 


规 直 尺 都 很 小 。 小 圆规 和 短 直 尺 能 不 能 干 大 圆规 和 长 
直 尺 所 干 的 事 呢 ? 

经 过 研究 ， 答 案 是 肯定 的 。 长 直 尺 和 大 圆规 能 干 
的 事 ， 短 直 尺 和 小 圆规 也 能 干 。 

当然 ， 小 圆规 画 不 出 大 半径 的 圆 弧 来 。 不 过 ， 数 
学 家 看 问题 是 看 关键 之 点 。 几 何 作 图 的 要 害 问题 是 定 
点 。 凡 是 用 大 圆规 和 长 直 尺 确定 的 某 些 点 ， 用 小 圆规 
和 短 直 尺 也 能 把 它 确定 出 来 。 这 就 表明 小 圆规 和 短 直 
ЛЭ! 

更 有 趣 的 是 ，1797 年 意大利 数学 家 马 斯 罗 尼 发 
现 : 只 要 用 一 把 小 圆规 ， 就 能 完成 一 切 由 直 尺 圆规 联 
合 起 来 所 能 干 的 事 ， 这 个 发 现 引 起 了 数学 家 们 的 很 大 
兴趣 。 后 来 又 知道 ， 更 早 一 些 ， 丹 麦 人 摩尔 在 1697 
年 已 发 现 了 这 回 事 ， 不 过 没 引 起 当时 数学 家 们 的 注意 
“Т 

那么 ， 只 用 一 把 直 尺 行 不 行 呢 ? 数学 家 们 很 快 证 
明了 : 只 用 一 把 直 尺 能 作 的 图 ， 少 得 可 怜 。 但 是 ， 只 
要 在 平面 上 预先 画 好 一 个 圆 和 它 的 圆心 ， 便 可 以 用 直 
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下 完 成 一 切 能 由 圆规 直 尺 完成 的 任务 。 和 弄 清 楚 这 回 
事 ,， 是 法 国 数学 家 绢 色 列 的 功劳 。 但 绢 色 列 在 1822 
年 写 的 文章 很 多 人 不 知道 ， 德 国 数学 家 斯 坦 纳 在 1833 
年 出 版 的 一 本 小 书 里 ， 重 新 证 明了 它 。 

限制 尺 规 作 图 的 故事 ， 似 乎 是 到 此 为 止 了 。 已 经 
限制 到 这 种 程度 了 ， 再 加 限制 ， 还 能 干 些 什 么 呢 ? 

意料 之 外 的 事 发 生 了 ， 在 斯 坦 纳 1833 年 的 小 书 
之 后 , ЎВА Т 150 多 年 的 尺 规 作 图 的 舞台 上 ， 演 出 了 
精彩 的 一 幕 。 

这 一 幕 的 主角 是 几 位 中 国人 ， 揭 幕 人 却 是 一 位 著 
名 的 美国 几何 学 家 、 年 逾 七 旬 的 老 教授 佩 多 。 

佩 多 敏锐 地 看 出 ， 固 定 半径 的 圆规 的 作 图 问题 ， 
可 能 隐藏 着 有 趣 的 奥秘 。 他 把 这 种 固定 半径 的 圆规 形 
象 地 叫做 生 锈 的 圆规 。 为 了 方便 ,不妨 设 这 种 生 锈 圆 
规 只 能 画 半径 为 1 的 圆 。 

佩 多 精心 选择 了 两 个 问题 ， 在 加 拿 大 的 一 份 杂志 
上 提出 ， 征 求解 答 : 

佩 多 问题 之 一 : 已 知 两 点 4、B8B， 只 用 一 把 生 锈 


圆规 ， 能 不 能 找 出 一 点 С, 使 4C = BC = АВ? 

佩 多 问题 之 二 : А, В, ЛЕ 
圆规 ， 能 不 能 找 出 线段 48 的 中 点 C? (要 知道 ， 线 段 
АВ 是 没有 画 出 来 的 ， 因 为 没有 直 尺 !) 

后 来 的 事情 发 展 表明 ， 正 是 这 两 个 问题 的 解决， 
使 生 锈 圆规 作 图 的 园地 繁花 经 放 。 

佩 多 的 一 个 学 生 无 意 中 作 出 了 一 幅 几 何 图 。 佩 多 
发 现 ， 这 幅 无 意 中 作 出 的 图 解决 了 佩 多 第 一 个 问题 的 
一 小 部 分 : 如 果 4B <2 ( 记 住 ， 生 锈 圆规 半径 是 1 
用 生 锈 圆规 能 作出 C 使 A4BC 是 正三 角形 ! 

如 下 页 图 3 -13， 以 4、B 为 心 分 别 作 圆 交 于 Р, 
С, ЖЬ 6 为 心 作 圆 分 别 交 @4、@B 于 Е, Р, 9 
别 以 E、 下 为 心 作 圆 交 于 C， 则 C 使 A4BC 为 正三 
角形 ! 

证 明 是 容易 的 : 在 OF 上 用 圆周 角 定 理 ， 人 CCB 


=; 4бЕВ = 30"， 故 L4CB = 60°, ХН ЕЖА АВ = 


ВС, Ж ЛАВС 为 正三 角形 。 
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图 3 一 13 


这 个 五 圆 图 使 佩 多 激动 不 已 。 几 何 学 已 有 几 千 年 
的 历史 了 ， 这 样 简 单 而 有 趣 的 作 图 居然 没 被 人 发 现 ! 

但 是 ， 当 4B >2 时 ，@4 与 ©B ЖаН Г, 
长 莫 及 ， 怎 么 办 呢 ? 

佩 多 的 第 一 个 问题 是 1982 年 公开 提出 的 ， 三 年 
过 去 了 ， 仍 然 找 不 到 作 图 的 方法 。 正 当 数 学 家 们 猜测 
这 大 概 是 一 个 “不 可 能 ”的 作 图 问题 时 ， 三 位 中 国 数 
学 工作 者 一 一 他 们 都 是 中 国 科 学 技术 大 学 的 教师 一 一 
成 功 地 给 出 了 正面 解答 ， 而 且 找 到 了 两 种 方法 。 

他 们 是 怎样 解决 鞭 长 莫 及 的 问题 的 呢 ? 

请 看 下 页 这 个 图 (图 3--14)。A、B 是 两 个 给 定 
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的 点 ，4 和 B 离 得 较 远 ,但 中 间 有 一 个 过 渡 点 М, АМ 
和 BM 就 小 一 点 。 如 果 分 别 作 正 三 角形 BME 和 正三 
角形 4MD， 再 找 出 点 C 使 MECD 是 平行 四 边 形 ， 那 
么 ，A4BC 也 是 正三 角形 ! 
道理 很 简单 : ВЕ = МЕ 
=AD, 2 ВЕС =60° + /МЕС = 60。 + /Мрс 


Ср, СЕ = Мр 


= LCDA， 因 而 和 BEC ЛСрА, 于 是 4C = BC。 只 要 
再 算出 上 4CB =60° 就 够 了 ， 这 不 难 : 
АСВ = LDCE- (21 + 22) 
= (180° -~ / СЕМ) – (180° – / ВЕС) 
= / ВЕС - / СЕМ = 2 ВЕМ = 60° 
果然 得 到 一 个 更 大 的 正三 角形 ! 
在 这 个 思路 指导 之 下 ,下面 的 作 图 法 便 不 难 理解 
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Т: 以 4 为 中 心 ， 向 四 周 用 生 锈 圆规 画 出 由 边 长 为 1 
的 正三 角形 组 成 “蛛网 点 阵 ”。 这 蛛网 点 阵 是 由 一 些 
同 中 心 的 正六 边 形 组 成 的 。 在 点 阵 中 找 出 一 点 MM， 使 
MB <2。 在 点 阵 中 一 定 可 以 再 找到 一 点 D, 使 和 AMD 
是 正三 角形 (你 能 找到 吗 ? 注意 : M 和 DD 在 同一 层 
正六 边 形 上 )。 又 因为 MB <2, 可 以 用 前 面 的 五 圆 作 
图 法 作 正 三 角形 BME， 再 作 C 使 MECD 是 平行 四 边 
形 ， 则 人 4BC 是 正三 角形 ， 所 要 的 C 找到 了 (Ж 


а 


3-15 
但 是 ， 这 里 有 个 问题 : 平行 四 边 形 是 怎么 出 来 
的 ? 用 生 锈 圆规 能 把 C 点 找 出 来 吗 ? 


这 是 办 得 到 的 ， 把 М ЯП р 用 长 为 1 的 一 些 线段 
连 起 来 ， M 和 巨 也 用 长 为 1 的 线段 连 车 起 来 〈 当 然 ， 线 
段 实际 上 画 不 出 来 ， 只 能 作出 端点 )。 按 图 示 所 标号 
码 顺 序 ， 用 许多 边 长 为 1 的 小 菱形 凑 起 来 ， 就 可 以 找 
到 C 点 了 (图 3 一 16)。 


( 按 (1) О), (3), (4), (5) 顺序 作出 》 
3-16 
作 图 顺序 : 由 8 与 P 作 (1), 由 (1) ЭР, 
(2), 由 (2) 与 D 作 (3), 由 E 与 (1) 作 (4), (4) 
与 (2) 作 (5), (5) 与 (3) ЕС, 
这 种 用 生 锈 圆规 找 出 平行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 的 
方法 ， 在 解决 佩 多 第 二 个 问题 时 还 十 分 有 用 呢 ! 


Ан | [ж е не | 
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佩 多 教授 得 知 中 国 同行 解决 了 他 的 第 一 个 生 锈 圆 
规 作 图 问题 之 后 ， 非 常 高 兴 。 他 在 一 篇 短文 中 说 ， 这 
是 他 最 愉快 的 数学 经 验 之 一 。 

他 希望 他 的 第 二 个 问题 也 能 被 解决 。 

我 国 的 一 位 自学 青年 ， 没 有 考 上 大 学 的 高 中 毕业 
生 ， 花 了 一 年 的 时 间 钻 研 这 个 问题 。 出 人 意料 的 是 ， 
这 个 使 不 少数 学 专家 感到 无 从 下 手 的 问题 ， 被 他 征 
服 了 。 

他 用 代数 方法 证 明 : 从 已 知 两 点 4、B 出 发 来 作 
图 ， 生 锈 圆 规 的 本 领 和 圆规 直 尺 的 本 领 是 一 样 的 ! 这 
个 结果 远 远 超出 了 佩 多 教授 的 期 望 ， 使 许多 数学 家 感 
到 惊讶 ! 

利用 他 的 思想 ， 可 以 设计 一 个 解决 假 多 第 二 问题 
的 作 图 法 。 

佩 多 的 第 二 问题 是 : 已 知 4、 两 点 ， 只 用 一 把 


生 锈 的 圆规 ( 它 只 能 画 半径 为 1 的 圆 ) ， 找 到 线段 4B 
的 中 点 。 要 知道 ， 线 段 4B 是 没有 画 出 来 的 ! 

吸取 了 解决 假 多 的 第 一 个 问题 的 经 验 ， 我 们 把 整 
个 问题 分 解 成 几 个 部 分 : 

(1) 寻找 一 个 较 小 的 长 度 &， 当 4B = ані, пу 
用 生 锈 圆规 找 出 АВ 的 中 点 。 

(2) 当 4B <2d 时 ， 作 一 个 以 48 为 底 ， 腰 长 为 < 
的 等 腰 三 角形 。 两 腰 的 中 点 找到 了 ， 利 用 作 平 行 四 边 
形 的 方法 ， 底 边 的 中 点 也 可 以 找到 ， 这 就 解决 了 АВ 
很 小 时 找 中 点 的 问题 。 

(3) #АВ 离 得 远 ， 就 用 蛛网 点 阵 把 它们 联系 起 
来 ， 加 以 解决 。 

关键 是 找 这 个 适当 的 长 度 4。 现 在 ， 这 个 d 被 找 
到 了 。 它 可 以 是 


引出 的 作 图 步骤 比较 简单 。 以 下 分 几 步 叙述 : 


[ 作 图 法 1】 若 4、B 两 点 距离 等 于 ---， 用 生 
V19 


锈 圆规 可 以 找 出 АВ 的 中 点 。 方 法 是 : 
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1. 利用 反复 作 正 三 角形 顶点 的 方法 ， 作 直线 4B 
上 的 点 B'、C、C', 使 BC' = В'А = АВ = ВС (图 3- 
17), 


作 点 顺序 : (1) 一 (2) 一 … 
3—17 


2. 分 别 以 C、5C 为 圆心 作 半 径 为 1 的 圆 交 于 DD、 
р', | DD' 垂 直 平 分 CC'。 用 勾 股 定理 算出 D4 = р'А 


а Э р кыйа үйү. 


19° 19 
3. 利用 作 正 三 角形 顶点 的 方法 ， 找 出 BD 延长 线 
上 男 一 点 B8*, Вр = Вр. Жа, ЗЛ В, В 


心 作 半 径 为 1 的 圆 交 于 EE， 则 有 Ер 1 рв, Ер = 5 


(03-19), 
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角形 顶点 的 方法 ， 作 出 ED 延长 线 


3-18 


4. 利用 作 正 


4\\у 


ЕР”, ВЛЕ С, 使 人 EE*G 为 正三 


Е*, 使 ED 
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图 3 


,再 作 点 M， 


1 
/19 


使 BG’ =BC 


一 | 七 的 
| рь Ў 
и \ ы-ы Ра `1 
~ ~ . ЬУ 
е |е ч \ `5 `1 
=ч | (= 一 | DT- © [© “ч 
[| \ 2 і: | ~~ `1 
2 == — - ЬЯ 
\ 2 一 一 一 7 ~~~ ~、~ 
Мм са ИРТ (4 SS ~~~ ~ 
一 | 十 Ech 4 ~~~ 
~ A 和 ~----- =----- 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 "ee 
Ul ка| \ Бле", Бч 2-12 
~ ~ 一 一 2 
由 | 避 一 | 二 \ хи ^5 一 一 
\ a ~~~ -” Ры 
ау 5. --4.--7 2 
Ш \ a ~ 2 
Т \ / SRS ї 2 
ча \ 2 М <) 2 
ЬЯ т 
оа | 59 = wv | .- 


使 ЄВС'М 是 平行 四 边 形 ， 则 M 在 4B 上 。 
因为 AB'DB ә ЛМСВ, їх 
М. 
В' 
РЕВА ГАВ 中 点 (图 3 一 21)。 
Е 
сє 


ан [оа 
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102 


图 中 , АВ=ВС=АВ'=В'С' =——,‚ Ср =С' = 
V19 
1 ГА 15 4 
СР'=С'р' =1,‚ BE=1, AD= /一 ，BD =——,‚ DE 
19 19 


О ЖЕЛ АЙ ЕГО И 
= Ает. ВС = а 
[ 作 图 法 2】 若 48 < -二 -， 则 可 以 用 生 锈 圆规 找 
v19 


出 一 点 С, 使 得 4C = BC =- 上。 


V19 

方法 是 : 

1. ДАВ 为 基点 ， 反 复 作 正 三 角形 的 顶点 ， 构 成 
图 示 的 五 层 小 宝塔 ， 宝 塔 顶点 C "与 4、 在 一 起 形成 
一 个 等 腰 三 角形 。 利 用 勾 股 定理 可 以 算出 (下 页 图 
3-22): 

АС” =BC* = /19АВ 

2. ЕНТ ЛАВС' 之 后 ,分 别 以 4、B、C' 为 心 ， 
用 生 锈 圆规 作 圆 ，@4 与 QC "在 左 侧 交 于 Q@，@8B 与 
OC 在 右 侧 交 于 P。 再 以 P、0 为 心 作 OP 与 0， 
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五 层 小 宝塔 
图 3 一 22 图 3 一 23 
РС" ЖЫН С (图 3 -23)。 
这 时 ， 由 圆周 角 定 理 可 知人 LBPC = 2 /ВС*'С = 
和 BC4， 所 以 我 们 有 
ЛАС'В Л СРВ 
于 是 


ВС _ АВ 
ВР 4C* 


由 图 3 - 22 中 6 之 作法 知 4C”= V194B, 又 因 
BP =1, 便 得 | 


1 
ВС=АС=— 
V19 


这 一 步 作 图 任务 便 完 成 了 。 
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[ 作 图 法 3] АВ < -二 _， 则 可 以 用 后 锈 圆 规 
19 


找 出 АВ 的 中 点 。 方法 是 : _ 
按 作 图 法 2 (图 3 -23)， 找 出 C 点 使 4AC = BC 


= 一。 再 按 作 图 法 1 (图 3-21) ， 找 出 4C 中 点 DD 和 
V19 


BC 中 点 上 。 作 MM 使 DCEM 成 平行 四 边 形 ， 则 М 一 定 
Ж АВ 的 中 点 (图 3 一 24)。 


图 3 一 24 
现在 ,我 们 可 以 把 以 上 方法 综合 使 用 ， 完 完全 全 
地 解决 用 生 锈 圆规 找 48 的 中 点 的 问题 了 。 


当 4 与 8 ЕЮ АВ < -2 时 ， 问 题 已 经 解决 了 。 
V19 
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如 果 4、B 离 得 很 远 ， 我 们 就 用 解 佩 多 第 一 问题 时 用 
过 的 老 办 法 ， 夯 一 张 蛛网 点 阵 把 4、B 联系 起 来 。 


在 点 4 附近 取 一 一 点 D 使 加 <- 启 再 作 点 五 使 


人 4DE 是 正三 角形 。 接 着 像 地 板 铺 砖 一 样 用 全 等 于 
ЛАРЕ 的 小 三 角形 向 А 点 的 周围 扩张 ， 构 成 蛛网 点 阵 。 
每 两 个 小 三 角形 凑 成 一 个 斜 方 格 一 一 菱形 ， 点 阵 中 的 
点 可 以 看 成 斜 方 格 的 格子 点 。 把 这 些 格子 点 染 成 黑白 

两 色 。 染 色 规 则 是 : 

(i) 点 4 是 黑 点 。 

(п) 黑 点 沿 直线 走 一 步 是 白 点 ， 走 两 步 就 仍 是 
зд 点 


Х#, ЯР, Б РА 的 中 点 就 是 点 阵 
中 的 某 个 点 ( 黑 点 或 白 点 )。 由 于 每 个 方 格 边 上 都 有 


一 个 黑 点 ， 所 以 可 以 找到 一 个 黑 点 P， 使 PB < -二 
V19 


(жж: 方 格 的 边 长 不 超过 一 二 ) 。 于 是 可 用 作 图 法 3 
/19 


找 出 PB 0, ТТАР дд КАННА ТЕМ 


图 3 -25 
使 0PRM 为 平行 四 边 形 , ДМА АВ 中 点 (图 3 一 
25) 。 佩 多 的 第 二 个 问题 彻底 解决 了 。 

作 图 过 程 中 ， 反 复 用 到 了 “已 知 两 点 ， 找 出 第 三 
点 ， 使 三 个 点 成 为 正三 角形 顶点 ”这 个 作 图 法 。 这 人 恰 
恰 是 佩 多 提出 的 第 一 个 问题 。 老 教授 的 目光 确实 
敏锐 。 

中 国 数学 工作 者 发 现 的 “已 知 三 点 ， 找 出 第 四 
点 ， 使 四 点 构成 平行 四 边 形 ” 作 图 方法 ， 在 生 锈 圆规 
的 作 图 中 ， 也 起 了 基本 的 作用 。 

从 “ 生 锈 圆规 找 中 点 ”的 作 图 过 程 ， 我 们 看 见 一 
个 事实 : 一 个 数学 难题 的 解决 ， 并 不 靠 一 两 手 绝招 ; 
巧妙 而 曲折 的 步骤 的 产生 ， 靠 的 是 步步为营 的 续 密 安 
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排 ， 先 把 难题 分 解 为 几 部 分 ， 再 各 个 击破 ! 

首先 想到 的 是 用 蛛网 点 阵 把 АВ 联系 起 来 ， 其 后 ， 
问题 便 集 中 在 АВ 较 小 时 如 何 找 中 点 上 。 

下 一 步 是 以 48 为 底 作出 某 种 等 腰 三 角形 。 两 腰 
的 中 点 找到 了 ， 底 4B 的 中 点 也 找到 了 。 

等 腰 三 角形 的 腰 长 4 应 当 是 多 少 ， 才 能 既 便于 找 
中 点 又 便于 作 等 腰 三 角形 ? 这 是 一 块 硬骨头 。 数 学 工 
jl 
/15 
的 结果 。 | 

完成 这 么 一 个 难以 下 手 的 作 图 设计 ， 眼 光 既 要 看 
到 全 局 ， 做 出 战略 阶段 的 划分 ， 又 要 细致 地 分 析 每 个 
细节 ， 实 现 战术 任务 。 这 一 仗 打 下 来 ， 在 尺 规 作 图 这 
一 古老 课题 的 研究 记录 上 ， 写 下 了 中 国人 的 一 页 ! 

一 把 生 锈 圆规 还 能 干什么 ? 干 的 事 可 真 不 少 。 从 
4A、B 两 点 出 发 ， 用 它 可 以 作 以 АВ 为 一 边 的 正方 形 顶 
点 、 正 五 边 形 顶 点 、 正 八 边 形 顶 点 、 正 十 七 边 形 项 
点 ， 用 它 可 以 找 出 АВ 的 三 等 分 点 、 五 等 分 点 、 任 意 


作者 找到 -一 ， 确 实 是 经 过 几 个 不 眠 之 夜 、 顽 强 探索 


等 分 点 。 总 之 ， 圆 规 直 尺 能 干 的 ， 它 都 能 干 。 

不 过 ， 如 果 出 发 点 是 三 个 点 ， 它 的 效果 就 不 一 定 
比 得 上 圆规 直 尺 了 。 这 时 ， 它 究竟 能 干什么 ， 不 能 二 
什么 ， 还 属于 未 知 的 领域 ， 在 等 待 你 去 探索 。 
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圈子 里 的 蚂蚁 


好 多 年 以 前 ， 我 像 你 们 这 样 大 的 时 候 ， 曾 经 和 小 
蚂蚁 开 过 这 样 的 玩笑 : 

用 樟脑 球 在 地 上 画 个 圈 ， 圈 住 一 只 蚂蚁 。 可 怜 的 
ЛЧ 0, ЛЕЖЛЕ 2, ВКА 7 

这 个 圈 ， 是 三 角形 的 也 好 ， 正 方形 的 也 好 ， 不 规 
则 的 鸭蛋 形 也 好 ， 对 小 蚂蚁 来 说 都 是 一 样 的 一 一 反正 
ЛЕА Ж 

在 我 们 看 来 很 不 相同 的 三 角形 与 圆 ， 此 时 此 刻 ， 
对 于 蚂蚁 却 没 有 什么 区 别 了 。 昭 蚁 感 兴趣 的 是 : 这 个 
图 有 没有 一 个 缺口 ? 

有 一 门 数学 ， 叫 拓扑 学 。 数 学 家 在 研究 拓扑 学 的 


问题 的 时 候 ， 倒 和 小 蚂蚁 有 点 同感 。 这 时 ， 他 们 也 觉 
得 ， 三 角形 的 圈 、 圆 形 的 团 、 和 矩形 的 圈 ， 没 有 什么 分 
别 ， 反正 是 个 圈 。 

是 不 是 拓扑 学 家 的 眼光 就 和 蚂蚁 的 眼光 完全 一 样 
呢 ? 也 不 尽 然 。 如 果 圈 子 很 大 ， 能 圈 进 半 个 地 球 ， 或 
圈子 极 小 ， 小 得 放 不 进 一 粒 细 沙 ， 蚂 蚁 就 无 所 旦 惧 
了 。 这 就 是 说 ， 圈 子 的 大 小 ， 在 蚂蚁 看 来 是 不 同 的 ; 
但 对 于 拓扑 学 家 ， 圈 子 的 大 小 是 真正 无 所 谓 的 ， 小 得 
像 原子 ， 大 得 像 太阳 系 ， 都 一 样 ， 反 正 是 个 圈子 。 

在 弹性 很 好 的 橡胶 膜 上 画 个 图 形 ， 你 把 橡胶 膜 压 
缩 、 扯 大 或 揉 成 一 团 的 时 候 ， 图 形 会 变 得 稀奇 古怪 。 
三 角形 也 许 会 变 成 六 边 形 ， 圆圈 也 许 会 变 成 一 只 小 
鸭 。 但 只 要 不 把 橡胶 膜 扯 破 ， 不 把 某 两 部 分 粘 合 在 一 
起 ， 在 拓扑 学 家 看 来 ， 这 个 图 形 就 等 于 没有 变 。 

从 拓扑 学 的 观点 来 看 ， 皮 球 和 橡胶 做 的 空心 洋 娃 
娃 没 有 什么 分 别 ， 但 皮球 和 汽车 轮胎 却 完 全 不 同 。 的 
确 ， 蚂 蚁 放 在 皮球 里 爬 不 出 来 ， 放 在 轮胎 里 也 怜 不 出 
来 ， 但 拓扑 学 家 却 有 更 巧妙 的 手段 来 查 清 皮 球 与 汽车 
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轮胎 之 间 的 不 同 。 如 果 轮 胎 里 有 两 只 蚂蚁 ， 可 以 用 一 
块 圆 环形 隅 板 把 它们 隔 开 ， 在 皮球 里 ， 圆 环形 的 隔 板 
是 不 可 能 把 两 只 蚂蚁 隔 开 的 ! 

拓扑 学 家 把 我 们 眼 里 很 多 不 同 的 图 形 看 成 是 相同 
的 ， 然 后 把 他 们 眼 里 相同 的 图 形 归 为 一 类 。 分 类 的 结 
平面 上 的 封闭 曲线 ， 如 果 不 带 端点 ， 不 带 分 倪 
点 ， 就 只 有 一 种 : 圈 。 

空间 的 封闭 曲面 ， 如 果 不 带 边缘 ( 圆 简 、 碗 都 有 
边缘 ， 球 、 轮 胎 都 没有 边缘 ) ， 不 带 分 岔 点 ， 最 简单 
的 是 球面 。 

БКА УРТ, ЕВЕ (Ч), 
在 拓扑 学 家 眼 里 ， 便 和 轮胎 没有 分 别 了 。 再 挖 两 个 


У хд 
OO Co 


* 
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洞 ， 又 可 以 加 一 个 环 柄 。 一 个 球 上 可 以 镶 上 任意 多 个 
ИЯ, 这样， 现实 空间 里 所 有 不 带 边 的 面 、 不 带 分 全 
点 的 曲面 ， 便 都 在 其 中 了 。 

似乎 在 拓扑 学 家 眼 里 ， 世 界 要 简单 一 些 。 但 拓扑 
学 的 问题 却 并 不 简单 ， 有 不 少 难 题 尚 待 解决 。 现 代数 
学 的 许多 分 支 ， 都 要 用 到 拓扑 学 的 基本 概念 与 成 果 。 

最 后 ， 再 回 到 蚂蚁 让 不 出 的 圈子 里 来 。 这 样 的 一 
个 圈 ， 是 一 条 连续 的 、 封 闭 的 、 自 己 和 自己 不 相交 的 
曲线 ， 叫 做 简单 闭 曲 线 ， 也 叫 “ 若 当 闭 曲 线 ”。 若 当 ， 
是 19 世纪 法 国 数学 家 的 名 字 。 


封闭 一 首尾 衔接 自 相 交 不 自 交 


一 个 这 样 的 圈子 把 平面 分 成 两 部 分 一 有 限 的 内 
部 和 无 限 的 外 部 。 蚂 败 在 内 部 可 以 从 一 点 息 到 另外 任 
一 点 而 不 碰 到 轿子 ， 在 外 部 也 可 以 。 但 要 从 外 部 到 内 
部 ,或 从 内 部 到 外 部 ， 就 一 定 得 经 过 轿子。 这 个 事 
实 ， 叫 “ 若 当 定理 "。 
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这 么 简单 的 事 谁 不 知道 ， 还 配 称 为 定理 吗 ? 我 们 
想 ， 若 当 以 前 的 数学 家 也 这 么 想 。 知 当 却 不 这 么 
想 。 他 敏锐 地 看 出 ， 这 个 问题 可 并 不 简单 。 因 为 ， 什 
么 叫 连续 ， 什 么 叫 封闭 ， 什 么 叫 内 ， 什 么 叫 外 ， 都 应 
当 用 数学 语言 精确 地 加 以 定义 ， 再 根据 定义 来 证 明 : 
蚂蚁 要 爬 出 去 必须 经 过 轿子。 这 可 就 难 了 。 

若 当 这 么 一 指出 ， 别 的 数学 家 也 位 然 大 悟 。 兰 当 
严格 地 定义 了 这 些 概念 ， 写 了 很 长 的 一 篇 文章 ,证明 
了 这 条 定理 。 

你 看 ， 我 们 眼 里 千变万化 的 图 形 ， 数 学 家 可 以 认 
为 是 同样 的 圈 一 一 在 数学 家 眼 里 ， 复 杂 的 东西 变 得 简 
单 了 。 

反 过 来 ， 数 学 家 吞 当 又 从 简 简 单单 的 一 个 圈 里 提出 
了 难题 。 从 简单 的 现象 背后 ， 揭 示 出 深刻 的 道理 。 


三 角形 里 一 个 点 


一 天 ， 几 何 学 家 佩 多 教授 ， 接 到 了 某 位 经 济 学 家 


打 来 的 电话 。 这 位 经 济 学 家 向 他 请 教 : 如 果 正 三 角形 
内 有 一 个 点 P， 那 么 ,不管 P 的 位 置 在 三 角形 内 如 何 
变动 ，P 到 三 边 距 离 之 和 是 否 总 是 不 变 的 呢 ? 
他 要 和 弄 清楚 这 个 问题 ， 因 为 4 
在 他 的 经 济 理论 中 要 用 到 这 个 
佩 多 马上 给 了 让 他 满意 的 答 8 с 
复 。 如 图 4 - 1， 把 人 4BC 分 成 4-1 
АРАВ, ЛРВС, ЛАРСА, 19] 
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AABC = APBC + APAC + APAB 
用 x、y、z 分 别 记 P 到 人 和 4BC 三 边 的 距离 ， 由 于 


жЕ. ~ ^ > 1 
ЛАВС 三 条 边 相 等 ， 设 都 是 а, 则 $ Арис = Бүр. $ Арас 


1 1 5 р 
= ау, 5драв = ад, 这 么 一 整理 ， 便 得 


25 
х +у+2 = 86 (1) 
а 


上 式 右 端 恰好 是 和信 4BC 的 高 ! 
其 实 ， 那 位 经 济 学 家 大 可 不 必 为 此 去 麻烦 佩 多 教 
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授 ， 一 个 初中 二 年 级 的 学 生 就 能 给 他 以 满意 的 答复 ， 
因为 这 个 题目 常常 被 选 为 平面 几何 的 习题 ! 不 过 ， 它 
当初 是 数学 家 维 维 安 尼 的 一 条 定理 呢 ! 

但 是 ， 这 个 小 小 的 习题 ， 却 启发 我 们 : 从 平凡 的 
事实 出 发 ， 有 时 能 得 到 并 不 平凡 的 结论 。 

不 是 吗 ? 把 A485C 一 分 三 块 ， 三 块 加 起 来 等 于 原 
来 的 那个 三 角形 ， 这 太平 凡 了 。 但 正 是 这 一 平凡 的 事 
实 和 另 一 个 平凡 的 公式 “三 角形 面积 等 于 底 乘 高 之 
半 ” 一 结合 ， 便 得 出 一 个 有 趣 的 结论 。 

数学 家 的 眼光 ， 常 常 能 看 出 平凡 事实 背后 不 平凡 
的 东西 。 

就 在 三 角形 内 随便 放 一 个 点 ， 这 里 就 有 不 少 文章 
可 做 。 例 如 ， 在 图 4-2 中， 当然 有 


$ Арвс + SApac + © дРАВ = S давс 


< 


即 $ дрвс + $ драс ти © рав _ 1 (2) 


5 давс 5 лавс © Арас 
这 仍然 是 平凡 的 ， 但 如 果 你 注意 到 : 


5 дрвс = Рр 5 Арас _ РЕ 
5лавс АЮ” 5ш ВЕ 


5 драв _ РЕ 

Sa Gh 
把 (3) 代入 (2) 之 后 ,得 到 
PD PE PF 

АР ВЕ СЕС. (4) 


这 就 是 一 个 不 平凡 的 等 式 了 。 如 果 没 想到 它 的 来 源 
(2) ， 简 直 是 一 道 难题 ! 

但 是 ， 等 式 (3) 是 不 是 能 归结 为 平凡 的 事实 呢 ? 
确实 能 够 。 在 小 学 里 你 已 知道 : 同 高 三 角形 面积 比 等 
于 底 之 比 ， 因 而 


SAppc ы $ дррв РР 
SAanc $ дарв Ар 


(5) 


9 +5 Рр 
用 一 下 合 比 定律 ， 就 是 = 人 < 一 个 =- 和 了。 
$ллрс +9 лав АР 
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再 看 图 4 -2， 如 果 不 是 考虑 3 个 三 角形 的 和 ， 而 
是 考虑 乘积 ， 就 有 一 个 平凡 的 等 式 : 


SApac В SApaB © дьвс =1 (6) 


$ лрав $ лрвс SApac 


这 个 等 式 和 (2) 有 共同 之 处 ， 右 端 都 是 1。 但 
是 (6) 更 平凡 。 在 (2) 当中 ,还 有 一 点 几何 意 
义 一 一 把 人 4BC 分 成 三 块 。 在 (6) ЧН, 连 这 点 几 
何 意义 也 没有 了 : 简 简单 单 的 就 是 分 子 分 母 一 样 ， 约 
掉 之 后 是 11 
可 是 不 要 约 它 ， 一 约 就 什么 也 得 不 到 了 。 利 用 
5лрас DC Sapa _ ЕА 


5 драв РВ” 5 дрвс СЕС 


SApac _ ЕВ 


= (7) 
5лрс FA 
5 8 ЮС 
从 AADC _ APPC __ 人 用 分 比 定律 就 得 5 “ $ Арас 
| ивр $ Аррв = SApag =рв) 
КА (6), ， 便 是 
DC ЕА ЕВ | 
DB EC ҒА! (8) 


也 就 是 说 : ТЕ ЛАВС 内 任 取 一 点 Р, 分别 连 АР, ВР, 


СР 交 对 边 于 万、 已 、F， 则 分 三 边 所 成 的 6 条 线段 满 
足 等 式 (8) 。 

反 过 来 ， 可 以 证 明 : 对 BC、C4、4B 边 上 的 三 点 
Р, Е, Е, ШЖ (8) йу, ДАр, ВЕ, СЕ 交 于 一 
点 。 

一 正 一 反 放 在 一 起 ， 这 叫做 塞 瓦 定理 。 而 它 之 所 
以 得 证 ， 其 根源 竞 是 平凡 的 等 式 (6) 。 

围绕 着 这 三 角形 内 的 一 个 点 做 文章 ， 出 现 过 好 几 


个 数学 竞赛 题 呢 ! 
“ВР 5: ЛАВС 内 任 一 点 ， 连 АР, ВР, СР 分 别 
a PA PB PC 
交 对 i 则 三 个 аа 必 
交 对 边 于 D、 E、F， 则 三 个 比值 sy、pE、pi 中 ， 几 


有 不 小 于 2 者 ， 也 必 有 不 大 于 2 者 。 
这 是 一 道 匈 牙 利 数学 竞赛 题 。 说 穿 了 很 简单 : 既 


PD PE РЕ}, 
然 已 有 了 (4) 式 , Шар. рр. ср, ЕЖА 


于 3 的， 也 有 不 小 于 态 的 (如果 都 大 二 地 ， 加 起 来 就 


ШІ 大; 如 果 都 小 于 地 ， 加 起 来 又 比 1 小 了 ) 。 如 果 


к 
+ 
数 
学 
讲 
Е 
= 
ж 


к 
ЕЗ 
Г 
学 
ш 
专 


РР 1 1 2. 
1р3 则 Рр < =Ар, | РА 2 Ар, 于 是 РА > 
К uPD_ 1 ыар 
2PD。 反 过 来 ， жар2 3° 则 P4 <2PD。 这 就 解决 
Го 
题目 变 个 样子 : 


“ ЛАВС 内 任 一 点 已 ， 它 到 周 界 的 最 近 一 点 的 距 
离 不 超过 它 到 最 远 一 点 距离 的 一 半 。” 

这 是 国内 的 一 道 数学 竞赛 题 。 

事实 上 , P 到 边界 上 最 近 一 点 距离 d< PP， 最 远 
一 点 距离 а‘ 宇 P4， 如 果 PA 二 2PD， 当 然 一 定 有 d’ > 
2d 了 。 

“ШЖ С ЛАВС 的 三 条 中 线 的 交点 一 一 重心 。 
任 作 过 C 直线 ， 交 两 条 边 于 M、N。 求证: 必 有 GN 
26М.” (84-3) 

这 是 国内 某 省 的 一 道 数学 竞赛 题 。 

这 个 题目 说 穿 了 更 简单 。 还 是 用 小 学 生 都 知道 的 
“等 高 三 角形 面积 比 等 于 底 之 比 ”来 攻破 它 。 因 为 
ЛАМС 1 ЛАМС 同 高 ， 故 


СМ _ 5л 4 


= (9) 
GM S ламс А 
Е 
但 是 9 дас = 9 дасе , S далис 225 ласк о М, 


я 一 RN 


В Р С 
СМ SAacc 
CN (10) Pe 
СМ < „сь В 
这 就 证 出 来 了 。 


最 后 这 一 步 ， 用 到 5 ласс = 29 Ahcr， 怎么 回 事 呢 ? 
原来 ， 因为 BD = DC， 所 以 Eh 又 因为 FA 


5 Я 1 
= ЕВ, 又 得 КУУ = $ лвсв ， 所 DS Myer = 7 5 давс о 


如 果 不 这 样 分 析 ， 干脆 用 重心 性 质 ， 得 GF = 


GC, 可 就 不 那么 平凡 了 。 


上 面 这 个 题 日 着 眼 于 P 所 分 的 两 线段 之 比 ， 有 的 
数学 家 想到 了 面积 比 ， 出 了 这 么 个 竞赛 题 . 
“过 入 4BC 重心 6 作 一 直线 把 A4BC 分 成 两 块 。 


较 小 的 一 块 ， 其 面积 不 小 于 A4BC 面积 的 全。” 


如 下 页 图 4-4， 过 重心 6 作 直 线 分 别 交 АВ, АС 
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ТР, 0. ДЖ РО//ВС, ЈЕ Р, 0 分 别 在 М, 
N 处 ， 则 Samm 恰好 是 人 Sarsc。 这 是 因为 CD = Ар, 


所 以 ВМ = АВ, CN =34C 之 故 。 


那么 ， 当 直线 离开 MN С 转动, ЕОС 
(Рр ЕК %) 的 过 程 中 ，Saao 是 不 是 在 变 大 且 趋 于 


15 сЕ? 如 果 是 ， 也 就 证 出 来 了 。 


为 此 ， 应 当 证 明 5 сло 25 лиро 因为 6 是 MN 中 
点 ， 所 以 Shcmr = SAcnp， 但 是 ， 由 5 лас 5л 得 
PC<0C， 从 而 SAew 和 Sacwo， 即 Secwp 生 SAcwo。 

这 个 题 ， 归 根 结 底 主 要 仍 是 用 小 学 里 已 知道 的 
“ 同 高 三 角形 面积 比 等 于 底 之 比 ”! 


这 些 数学 竞赛 题 当 然 是 出 给 中 学 生 做 的 。 也 许 你 
不 曾 想到 ， 三 角形 内 的 这 个 点 也 是 数学 家 发 现 某 些 有 
名 结果 的 源泉 呢 。 

17 世纪 的 法 国 数学 家 费 马 ， 提 出 过 这 人 么 一 个 问 
Ш. 已 知 平面 上 有 О, Е. Ез, ЗР, {й 
(РР+РЕ+РЕ) 最 小 。 

形象 地 说 : D、E、F 是 一 片 平 原 上 的 3 个 村 庄 。 
要 盖 一 所 小 学 校 于 已 点 ， 使 3 个 村 庄 的 孩子 们 上 学 走 
的 这 3 条 路 总 长 最 短 ， 这 个 学 校 尸 应 当 盖 在 什么 地 
方 ? 

本 节 一 开始 的 图 4 -1， 可 以 简单 地 回答 这 个 问 
题 。 事 实 上 ， 在 图 4- 1 中 ， 如 果 D、E、F 恰巧 是 某 
个 正三 角形 三 边 上 的 点 ， 当 РР, РЕ, РЕ 分 别 与 正三 
角形 三 边 垂直 时 ， 已 就 是 学 校 应 当选 取 的 位 置 。 

不 信 ， 另 选 一 点 0 比比 看 。 (QD + OF + OF) 当 
ж. О 到 AA4BC 三 边 距 离 之 和 要 大 ， 因 为 斜 线 比 重 
线 长 ! 又 0 到 这 三 边 距离 和 与 P 到 这 三 边 距 离 和 是 一 
样 的 (如 果 0 在 AABC Ж, 0 到 三 边 距 离 之 和 会 更 
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大 ) ， 所 以 也 就 推出 

0р + ОЕ + QF > Рр + РЕ + РЕ 
这 就 表明 P 到 D、E、F 距离 之 和 比 任意 男 一 点 到 这 
三 点 的 距离 都 小 ! 

剩 下 的 问题 是 如 何 确定 点 Р„ ТТ 4-1, |] 
4А, В, 2С Ж 60°, 可 以 算出 和 LDPE、 人 EPF、 
LFPD 都 是 120*， 这 提供 了 寻找 P 点 的 线索 。 如 图 
4—5, {ТЕ ЕЕ Ж РЕ 边 上 向 外 作 正 三 角形 ADES 和 
人 EFR。 青 作 这 两 个 正三 角形 的 外 接 圆 交 于 不 同 于 EE 
的 点 P。 因 为 LDPE 与 LS 互补， 所 以 LDPE = 120°, 
同 理 人 EPF = 120°, 245$ / РРЕ 4\3 120° 7. р. 
Е. ЕЛЯ ЕР, РЕ, РЕ 的 垂 线 ， 三 条 线 自然 围 成 
正三 角形 。 


Е “темы 


ы 


这 样 ， 费 马 的 问题 就 被 解决 了 ， 这 是 卡 拟 利 列 首 
先 发 现 的 方法 。 

要 补充 一 句 的 是 : 如 果 人 DEF 宇 120*， 两 圆 的 交 
点 不 会 落 在 ADEF 之 内 。 这 时 , P 应 当 取 在 EE 点。 这 
里 就 不 证 明了 。 

作为 这 一 市 的 结束 ， 我 们 介绍 一 个 20 世纪 的 数 
学 家 发 现 的 定理 一 一 厄 尔 多 斯 一 蒙 代 尔 不 等 式 。 

厄 尔 多 斯 是 当代 卓越 的 数学 家 。 他 兴趣 广泛 ， 成 
果 丰 硕 ， 发 表 过 上 千 篇 数学 论文 ， 而 且 特 别 善于 提出 
问题 和 猜想 。1935 年 ， 他 提出 下 面 的 猜想 : 


设 已 为 A4BC 内 部 或 边 上 一 点 , Р 到 三 边 的 距离 
分 别 为 x、y、z， 则 
РА+РВ+РС>®2(х+у+х) (11) 


两 年 之 后 ， 数 学 家 蒙 代 尔 证 明了 这 个 猜想 ， 大 家 
便 把 (11) 叫做 “ 厄 尔 多 斯 一 蒙 代 尔 不 等 式 ”。 

下 面 的 证 法 ， 基 于 平凡 的 事实 ， 比 蒙 代 尔 当初 的 
证 法 要 简单 。 

ИТА 4-6, УР 作 直 线 分 别 交 A4C、4B 于 
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64-6 


В', С', ЭЕҢ{# / АВ'С' = / АВС, Е% 

ЛАВ'С' ДАВС 
Жа, Ь, са’, Ь', со ЛАВСЖЛА'В'С' 的 三 
边 之 长 。 则 


了 


ы 
= з= 


е |е 


1 
с 
с 


=k>0 (12) 


因为 S Apac: + 5 драдв' = 5 Mp'e , 故 


1: .4C' +25 .АВ' = ЛАВ'С' «УАР .BC (13) 


即 26° + ус <АР + а’, № 25 +ус<АР + a， 也 就 是 


КУ т к (14) 
а а 


同 理 


y ®+х+ РС (15) 


<PB (16) 


把 (14)、(15)、(16) 三 式 加 起 来 ， 整 理 一 下 
x (+0)+y (Er)ts (s+ 2) <РА+РВ+РС 


(17) 


b 


因为 + 了 >>2 >2, ©+^>2, БИШ (17) 


式 左 端 大 于 2(x +y+z)， 于 是 
2(x+y+z)PA+PB+PC 

如 果 想 使 上 式 取 等 号 ， 那么 从 推理 过 程 中 可 见 必须 有 
a=b=c， 即 人 4BC 是 正三 角形 ; 又 必须 有 АР 1 ВС, 
ВР 1 АС, СР1\ АВ, БП Р ЛАВС 的 中 心 。 

三 角形 中 一 个 点 ， 这 样 简 简单 单 的 图 形变 出 了 多 
少 花 样 啊 ! 数学 家 眼 里 ， 一 个 基本 图 形 ， 就 像 孩 子 手 
里 的 万 花 简 ， 稍 一 转动 ， 就 会 出 现 一 种 美丽 的 花 打 图 
案 ; 但 拆 开 来 ， 只 是 几 片 不 起 眼 的 涂 有 颜色 的 纸 片 
而 已 。 
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有 一 句 大 家 常 说 的 话 : “世界 之 大 ， 无 奇 不 有 。” 
这 句 话 把 “大 ”与 “ 奇 ”联系 起 来 了 。 

意思 是 清楚 的 : 在 大 量 的 事物 或 现象 当中 ， 常 常 
会 出 现 一 些 奇 怪 的 、 似 乎 是 巧合 的 事物 或 现象 。 

奇怪 的 事物 ,巧合 的 现象 ， 它 的 发 生 似 乎 是 偶然 
的 。 但 在 一 定 条 件 下 ， 表 面 上 是 偶然 的 东西 ， 却 又 必 
然 出 现 。 

围棋 有 黑子 、 白 子 。 你 随手 抓 2 颗 棋 子 ， 这 2 颗 
恰好 都 是 白 子 ， 真 巧 ! 恰 马 都 是 黑子 ， 也 可 以 说 真 
巧 。“ 两 颗 棋 子 颜 色相 同 ” 这 件 事 有 偶然 性 。 

但 是 ， 如 果 你 抓 3 颗 棋 子 ， 其 中 必 有 2 颗 相 同 。 
这 时 ， 偶 然 的 事变 成 必然 发 生 的 了 。 

棋子 数量 的 增多 ， 使 偶然 成 为 必然 。 

这 不 是 太平 常 、 太 简单 了 吗 ? 

但 是 ， 在 许多 司空 见 惯 的 平凡 现象 的 背后 ， 往 往 


隐藏 着 深刻 的 道理 。 有 些 数学 家 ， 正 是 抓 住 了 平凡 现 
象 背 后 的 道理 ， 深 深 发 据 ， 形 成 数学 观念 ， 阐 发 为 著 
名 的 定理 。 

3 颗 棋 子 必 有 2 颗 同 色 。5 颗 呢 ? 8 颗 呢 ? 100 颗 
呢 ? 你 会 进一步 想到 : 2n + 1 颗 棋 子 中 必 有 n+1 ЖН] 
Ё, 2п 颗 棋 子 中 必 有 并 颗 同色 ! 

围棋 有 黑白 两 色 ， 而 跳棋 可 以 有 6 种 颜色 。 于 
是 , 7 颗 跳 棋子 中 必 有 2 颗 同色 ，13 颗 跳 棋子 里 必 有 
3 颗 同色 ! 

一 般 的 规律 是 : 把 严 个 东西 分 成 有 组 ， 如 果 т 
大 于 nn 的 k 倍 ， 那 么 必 有 某 一 组 包含 了 不 少 于 (k++ 
1) 件 东西 。 

比如 ， 把 30 个 乒乓 球 放 到 7 个 抽 展 里， 因为 30 
大 于 7 的 4 倍 ， 每 个 抽 民 里 只 放 4 个 肯定 放 不 完 ， 所 
以 至 少 有 一 个 抽 展 里 多 于 5 个 乒乓 球 。 

这 个 道理 就 叫 抽 屠 原理 ， 或 者 铝 逢 原理 、 邮 箱 
原理 。 

人 的 头发 很 多 ， 如 果 两 个 人 头发 的 根 数 一 样 多 ， 
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该 是 一 件 巧合 吧 ! 你 相信 吗 ， 在 今天 的 中 国 ， 至 少 有 
1 万 人 ， 他 们 的 头发 根 数 一 样 多 呢 ! 

这 不 过 是 抽 居 原理 的 简单 应 用 而 已 。 人 的 头发 不 
会 超过 10 万 根 。 把 头发 根 数 相 同 的 人 放 到 一 个 大 
“ 抽 展 ”里 去 ， 总 共有 不 到 10 万 个 “ 抽 展 "。10 多 亿 
人 分 到 10 万 个 “ 抽 居 ”里 ， 总 有 一 个 抽 居 里 超过 万 
人 吧 。 

反复 用 抽 居 原理 ， 会 得 到 很 不 明显 的 结论 。 

几 十 年 前 ， 国 际 数学 竞赛 中 有 一 道 试题 风 订 
一 时 : 

“求证 : 任意 6 人 到 一 起 ， 必 有 3 人 彼此 早已 认 
识 或 彼此 本 不 相识 。” 

这 道 看 来 奇妙 的 试题 ， 仍 是 抽 层 原理 的 应 用 。 

为 了 形象 ， 不 妨 把 1 个 人 用 1 个 点 表示 ,6 个 人 
就 是 6 个 点 。2 个 人 早已 认识 ，2 点 之 间 就 连 1 条 红 
线 。 本 不 相识 ， 就 连 1 条 蓝 线 。 如 果 有 3 个 人 彼此 时 
已 相识 ， 那 就 会 出 现 1 个 红色 三 角形 。 有 3 个 人 素 不 
相识 ， 就 出 现 1 个 蓝 色 三 角形 。 要 证 明 的 题目 变 
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成 了 : 

“把 6 个 点 中 每 两 点 连 一 条 线 ， 每 条 线 染 上 红色 
或 蓝 色 ， 则 必 出 现 单 色 三 角形 ( 红色 三 角形 或 蓝 色 三 
角形 )。” 


证 明 是 这 样 的 : 设 6 个 点 是 Р 
2 


А,, А,, А, А, Аз, А, МА, 
出 发 有 5 Ж, 05 条 线 中 总 有 


3 条 同色 (84-7), Ж а, 
А,А,, АА, , А,А,3 条 是 红 的 。 如 4 


Ж ЛА,А,А, 是 蓝 色 三 角形 ， 就 已 д 
经 出 现 了 单 色 三 角形 。 若 不 然 ，A4;4;4, 有 一 条 红 边 。 
ШШ А,А, 是 红 的 ， 则 人 4,4,4; 就 是 红 三 角形 。 证 毕 。 

这 里 ， 第 一 步 推理 就 是 “5 条 线 染 成 红 蓝 两 色 ， 
其 中 总 有 3 条 同色 ”， 正 好 用 了 抽 居 原理 ! 

由 一 些 点 和 这 些 点 之 间 的 连 线 构 成 的 图 形 叫 做 一 
个 图 。 图 可 以 用 来 直观 地 表示 个 事物 之 间 的 关系 。 
比方 说 ，4、B、C、D、 5 个 球 队 进行 循环 比赛 。 如 
果 已 赛 『6 场 一 一 4 与 B、C 与 D、E 与 4、D 与 B、 
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СУЕ, АБ Рр, 则 可 以 用 一 个 图 来 表示 。 一 看 图 ， 
一 目 了 然 ， 就 知道 哪 两 个 队 之 间 还 没 赛 (图 4-8)。 
如 果 每 两 个 队 都 赛 过 了 ， 那 么 图 上 每 两 点 之 间 都 
有 连 线 。 这 种 每 两 点 之 间 都 有 连 线 的 图 ， 叫 完全 图 。 
图 中 的 点 4，B,，C，… 叫 做 项 点。 刚才 那个 题目 
的 结论 就 是 : 
“6 顶点 的 两 色 完全 图 总 有 单 色 三 角形 。 


ЖА, 5 顶点 完全 图 是 不 是 一 定 有 单 色 三 角形 
呢 ? 回答 是 不 一 定 。 如 图 4 -9， 实 线 表 示 红 色 ， 虚 线 
表示 蓝 色 。 这 个 2 色 5 顶点 完全 图 ， 没 有 单 色 三 
角形 。 

而 6 顶点 2 色 完 全 图 ,不 但 一 定 有 单 色 三 角形 ， 
而 且 至 少 有 2 个 ! 道理 也 不 复杂 。 刚 才 已 证 明 有 单 色 


三 角形 。 设 A4,4,4; 是 红色 三 角形 。 如 果 A4s4s4s 也 
是 红色 三 角形 ， 当 然 万 事 大 吉 。 若 不 然 ，A4s4s4s 中 
必 有 蓝 边 。 不 妨 设 4,4s ЖОЛ, МА, ША А А, 
连 的 3 条 线 中 ， 至 多 有 1 条 红线 ， 否 则 就 又 有 红色 三 
角形 了 。 同 理 ， 从 4 ЯА, А, А, 连 的 3 条 线 中 ， 
至 多 也 只 有 1 条 红线 。 因 此 ，4,、4,、4; 中 总 有 1 点 
和 4s、4s 都 由 蓝 线 相连 。 这 就 出 现 了 蓝 色 三 角形 。 


有 人 自然 会 问 : 7 顶点 、8 顶点 、 更 多 顶点 的 2 
色 完 全 图 里 ， 至 少 有 几 个 单 色 三 角形 呢 ? 

研究 结果 ,7 顶点 2 色 完 全 图 至 少 有 4 个 单 色 三 
角形 。8 顶点 2 色 完 全 图 至 少 有 8 个 单 色 三 角形 。9 
顶点 2 色 完 全 图 至 少 有 12 个 单 色 三 角形 。 

一 位 叫 古 特 曼 的 数学 家 在 1959 年 证 明 : 2m 个 项 


点 的 2 色 完 全 图 素 少 有 3m(m -1) (m -2) 个 单 色 三 


角形 。4m+1 顶点 的 2 色 完全 图 至 少 有 当 m(m -1) 


х (4m+1) 个 单 色 三 角形 。4m +3 顶点 的 2 色 完 全 
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图 至 少 妥 m(m+1) (4m -1) 个 音色 三 角形 。 


那么 ， 进 一 步 问 ，3 色 完 全 图 里 有 多 少 单 色 三 角 
形 呢 ? 
在 1964 年 的 国际 中 学 生 数学 竞赛 中 有 这 人 么 一 个 


“有 17 位 科学 家 两 两 相互 通信 ， 每 两 人 讨论 1 个 
题目 。 他 们 总 共 讨 论 3 个 题目 。 试 证 明 : 其 中 一 定 有 
3 个 人 讨论 的 是 同一 个 题目 。 

17 个 人 就 是 17 个 点 。3 个 题目 好 比 3 种 颜色 : 
红 、 蓝 、 黄 。 随 着 题目 的 不 同 ， 两 点 之 间 画 不 同 颜 色 
的 线 。3 人 讨论 同一 个 题目 , 便 是 1 个 单 色 三 角形 。 

所 以 ， 这 个 题目 也 就 是 : 

求证 : 17 顶点 的 3 色 完 全 图 至 少 有 1 个 单 色 三 角 


形 。 
这 个 题目 不 难 ， 你 不 妨 自 己 试 着 做 一 做 。 实 际 
上 ， 数 学 家 已 经 证 明 ，17 顶点 的 3 色 完 全 图 至 少 有 14 


个 单 色 三 角形 呢 ! 


三 角形 是 三 个 项 点 的 完全 图 。 在 顶点 很 多 的 多 色 
完全 图 中 ， 是 否 一 定 有 多 顶点 的 单 色 完全 图 呢 ? 

数学 家 拉 姆 赛 从 最 一 般 的 观点 探索 了 这 个 问题 ， 
建立 了 一 条 “ 拉 姆 赛 定理 ” 。 这 条 定理 严格 叙述 起 来 
很 难 懂 。 它 的 通俗 的 意思 是 : 在 足够 大 的 系统 里 ， 
定 能 找到 具有 某 些 特殊 性 质 的 相当 大 的 子 系统 。 

比方 说 ， 只 要 多 色 完 全 图 的 顶点 足够 多 ， 其 中 必 
然 会 有 单 色 的 100 顶点 完全 图 。 但是， 大 系统 具体 大 
到 什么 程度 才 一 定 会 有 这 种 100 个 项 点 的 单 色 完全 图 
呢 ? 这 还 有 待人 研究 。 | 

对 拉 姆 赛 定理 的 研究 ， 已 经 形成 了 组 合 数学 的 一 
个 相当 大 的 分 支 。 而 它 的 出 发 点 ， 却 是 “3 个 围棋 子 
中 必 有 两 个 同色 ”这 一 平凡 事实 。 

抓 住 平凡 的 事实 ， 思 考 、 探 索 、 发 掘 ， 常 能 开拓 
出 一 个 广阔 的 天 地 。 数 学 家 的 眼光 ， 就 是 这 样 由 近 及 

透 过 平凡 的 现象 看 到 深刻 的 底蕴 。 
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同一 天 里 从 北京 开 往 上 海 的 列车 和 从 上 海 开 往 北 
京 的 列车 ， 必 然 在 途中 某 处 相遇 。 

百 米 赛跑 中 ， 一 开始 落后 了 的 选手 想 得 冠 军 ， 必 
须 从 一 个 一 个 对 手 的 身边 越过 

这 些 都 是 尽 人 皆 知 的 平凡 事实 。 

平凡 的 事实 ， 有 时 略 变 一 个 花样 ， 就 不 那么 平 几 
了 。 有 这 么 一 个 智力 测验 题 : 

小 明 于 早晨 6 н ЛЕШ, Ж Е6 点 到 了 山顶 。 
第 二 天 ， 他 于 早晨 6 点 开始 从 山顶 由 原 路 向 下 走 ， 最 
后 回 到 了 原 出 发 地 。 请 问 : 在 上 山下 山 的 途中 有 没有 

一 个 地 点 ， 当 小 明 上 山下 出 经 过 这 个 地 点 时 ， 他 


的 手表 显示 出 同样 的 时 刻 。 


回答 是 肯定 的 ， 而 且 道理 十 分 浅显 。. 你 不 妨 想象 
这 不 是 一 个 小 明 在 两 天 里 的 活动 ， 而 是 两 个 小 明 在 同 
一 大 里 的 活动 。 小 明 甲 从 早 6 ТАШ ЕЛЕ, ЛА 


乙 同时 出 发 由 山顶 向 下 走 。 如 果 两 人 的 手表 都 对 准 了 
北京 时 间 ， 途 中 两 人 相遇 之 处 ， 两 块 手表 当然 显示 出 
同一 时 刻 ! 

把 这 些 平凡 的 现象 用 数学 语言 表达 ， 便 成 了 一 条 
重要 的 定理 ， 叫 做 “连续 函数 的 介 值 定理 "。 它 的 意 
思 是 说 : 

一 个 连续 变化 的 量 ， 如 果 在 某 个 时 刻 它 是 正 的 ， 
在 另 一 个 时 刻 它 又 变 成 了 负 的 ,那么 ， 中 间 一 定 有 某 
个 时 刻 它 恰好 是 0。 

比方 说 ， 跳 水 员 从 跳台 凌空 而 下 ， 开 始 他 的 高 度 
是 正 10 米 ， 几 秒 之 后 ， 他 在 水 面 以 下 4 米 一 一 高 度 
是 负 4 米 。 当 然 ， 在 这 几 秒 钟 的 某 一 瞬间 ， 他 的 高 度 
是 0 一 一 正在 穿 过 水 面 。 

初冬 天 气 ， 中 午 是 5 摄氏 度 ， 夜 里 冷 到 -6 摄氏 
度 ， 这 中 间 必 然 有 一 个 时 刻 是 0 摄氏 度 。 

这 么 看 ， 所 谓 “ 介 值 定理 ”， 岂 不 太平 凡 了 ? 

是 的 ， 它 很 平凡 。 但 世界 上 平凡 的 东西 常常 有 大 
的 用 场 。 空 气 和 水 ， 到 处 都 有 ， 但 非常 重要 。 这 个 道 
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理 数学 家 是 深 知 的 。 

从 介 值 定理 能 推出 许多 有 趣 而 又 有 用 的 结论 。 
动 点 定理 就 是 其 中 之 一 。 

设想 把 一 根 橡皮 条 拉 长 ， 拉 长 到 1 米 ， 两 端 固定 

在 一 根 米 尺 的 两 端 。 米 尺 上 是 有 刻度 的 : 1 厘米 、2 
厘米 …… 于 是 ， 可 以 在 橡皮 条 上 也 画 上 记号 。 橡 皮条 
上 的 每 个 点 对 应 于 一 个 数 x。x 在 0 与 100 之 间 。 

Р, 橡皮 条 自然 会 缩短 。 如 果 这 橡皮 条 是 你 
用 剪刀 从 一 块 破 的 自行 车 内 胎 上 前 下 来 的 ， 宽 罕 厚 薄 
不 均匀 ， 那 么 ， 它 的 伸 长 缩短 也 是 不 均匀 的 。 从 10 
厘米 点 到 30 厘米 点 这 一 段 ， 拉 长 时 是 20 厘米 ， 恢 复 
之 后 也 许 只 剩 16 厘米 了 。 而 从 50 厘米 到 80 厘米 这 
一 段 ， 拉 长 时 也 是 20 厘米 ， 恢 复 之 后 也 许 只 剩 12 
厘米 。 

把 缩短 了 的 橡皮 条 仍然 放 在 太子 上 ， 再 按照 尺子 
上 的 刻度 在 每 个 点 作 记 号 у, у 与 原来 的 x 就 对 应 
起 来 。 

从 拉 长 到 缩短 ， 橡 皮条 上 的 每 个 点 的 位 置 都 经 历 


了 一 次 变化 ， 一 个 运动 ， 从 x 变 到 y。 这 个 运动 可 能 
很 不 规则 ， 很 难 掌握 。 但 是 ， 数 学 家 知道 有 一 件 事 是 
确凿 无 疑 的 一 一 橡皮 条 上 至 少 有 一 个 点 ， 它 的 位 置 没 
有 变化 ! 或 者 说 ， 这 场 剧烈 运动 的 结果 ， 它 仍然 在 原 
处 一 一 汶 然 不 动 ! 

这 就 是 线段 上 的 不 动 点 定理 ! 


х=0 х=40 10 
1 Г 
10 20 30 1 І 
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这 个 不 动 点 定理 证 明 起 来 很 简单 : 如 图 4- 10, 

橡皮 条 的 左 端 向 右 运动 一 一 (y -x) 是 正 的 ， 而 它 的 

右 端 却 向 左 运 动 一 一 (y -х) 是 负 的 。 让 点 从 左 到 右 
连续 变化 ，(y -x) 也 连续 变化 ， 它 从 正 变 到 负 。 根 

介 值 定理 ， 中 间 总 有 一 点 使 y -x =0， 也 就 是 位 置 

没有 变 ! 
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抛 开 橡皮 条 ， 从 数学 上 说 ， 便 是 这 人 么 回 事 : ШЖ 

条 线段 ， 经 过 连续 变换 ， 但 每 个 点 都 仍 在 这 条 线段 
上 。 那 么 ， 一 定 有 一 个 点 位 置 不 变 。 

数学 家 进一步 研究 ， 发 现 平面 上 也 有 不 动 点 定 
理 ， 而 且 更 加 有 趣 。 

一 个 长 方形 ， 比 如 ， 这 是 一 幅 地 图 吧 ， 一 幅 画 在 
绷 紧 了 的 橡胶 薄膜 上 的 中 国 地 图 。 把 周围 的 木 框 去 
掉 ， 地 图 不 再 绷 紧 ， 它 收缩 变形 ， 摆 在 原来 的 中 国 地 
图 上 ， 地 图 上 的 每 一 点 都 有 了 新 的 位 置 。 北 京 也 许 到 
了 兰州 ， 上 海 说 不 定 挪 到 了 西安 ， 海 南 岛 朴 上 了 大 
陆 。 但 是 ， 不 动 点 定理 告诉 我 们 ， 有 一 个 地 方 肯 定 没 
有 动 。 至 于 这 个 地 方 是 郑州 、 重 庆 ， 还 是 南京 雨 花 
台 ， 那 就 不 知道 了 一 一 那 要 根据 变动 的 具体 情况 而 定 


如 果 你 想 亲 手 找 出 一 个 不 动 点 来 ,我们 可 以 作 一 
个 简单 实验 。 长 方形 4BCD 按 比 例 缩小 成 为 长 方形 
A'B'C'D',。 把 4'B'C'D' 安 置 在 4BCD 之 内 。 这 表示 
ABCD 上 的 点 到 了 新 的 位 置 ， 4 到 了 4’ 处 ,， B 到 了 B' 
处 , C 到 C' 处 , D 到 D' 处 。 任 一 点 P 了 到 了 P' 处 。 因 
为 是 按 比例 缩小 ， 应 当 有 AP4B w 人 P'4'B'。 请 你 证 
明 ， 一 定 有 一 个 点 0 与 运动 之 后 的 0' 重 合 一 一 也 就 
是 没有 动 ! 这 就 是 请 你 找 一 个 点 0, 使 人 04B о 
ЛОА'В', 
初 看 ， 这 个 0 不 好 找 。 你 不 妨 想象 它 已 找到 了 。 
延长 B'4' 交 直线 4B 于 下 ， 如 图 4-1 那样 。 由 于 
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ЛА'В'О‹о ЛАВО, #/ ОВ'А' = 40BE。 这 表明 О, В', 
有 、 巨 四 点 共 圆 。 而 其 中 三 点 及 、B 、 歼 可 以 事先 确 
定 。 同 样 道理 ， 延 长 4D' 交 Ар ҒЕ, НА 0А'Е = 
LQ4F 可 以 知道 Q、4'、A、 玉 四 点 共 圆 ， 即 Q 又 在 
A'、4、 玉 所 确定 的 贺 上 。 只 要 分 别 作 AB'BE 和 
人 4'4F 的 外 接 圆 ， 两 圆 的 交点 就 确定 了 0。 

在 这 种 特殊 的 情形 下 ， 你 亲手 捉 住 了 一 个 不 
动 点 。 

在 圆周 上 没有 不 动 点 定理 。 圆 周 自身 稍 转 一 下 ， 
所 有 的 点 都 动 了 。 但 是 ， 球 面 上 却 有 不 动 点 定理 。 

数学 家 不 是 气象 学 家 ， 但 是 ， 根 据 球面 上 的 不 动 
点 定理 ， 数 学 家 却 敢 断 言 : 任何 时 候 ， 地 球 上 总 有 一 
个 地 方 不 刊 风 ! 

任 一 时 刻 ， 在 地 球 表面 上 每 个 点 都 可 以 画 一 个 箭 
头 。 箭 头 的 方向 表示 当地 的 风向 ， 箭 杆 的 长 短 表示 风 
速 的 大 小 。 这 些 稍 头 可 以 表示 一 个 运动 : 每 个 点 从 第 
尾 跑 到 稍 头 。 根 据 球面 上 的 不 动 点 定理 ， 一 定 有 个 点 
不 动 ， 也 就 是 有 一 个 地 方 第 杆 之 长 为 0， 即 这 里 风速 


为 01 
数学 家 花 了 很 大 力气 研究 不 动 点 ， 发 现 了 各 式 各 
样 的 不 动 点 定理 。 关 于 不 动 点 的 科学 研究 论文 有 上 千 
篇 之 多 。 直 到 今天 ， 它 还 是 数学 家 的 研究 课题 呢 ! 
为 什么 数学 家 对 不 动 点 如 此 感 兴趣 呢 ? 原来 ， 各 
式 各 样 的 方程 求解 问题 ， 都 可 以 化 成 寻找 某 个 变换 下 
的 不 动 点 问题 。 例 如 ， 要 求 方程 


х? +2х-1=0 (1) 
的 根 时 ， 先 把 方程 变形 为 : 

х +3х-1=х (2) 
这 只 要 两 边 同时 加 个 x 就 成 了 。 再 把 (2) 的 左 端 写 


成 y， 即 设 
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х +3х—-1=у (3) 
于 是 (3) 式 反 映 了 一 个 变换 的 规律 。 拿 个 x 来 ， 代 


入 (3) Ёл, 便 能 求 出 一 个 y 一 一 x 变 成 了 y。 例 
如 ,0 变 成 -1，1 变 成 3，2 变 成 13， 等 等 。 如 果菜 
个 x 代 到 左 端 ， 计 算 之 后 结果 仍 是 x。， 则 хо 就 是 变 
换 (3) 的 不 动 点 。xo 满足 (2)， 所 以 它 就 是 方程 
(1) 的 根 。 

刚才 的 x 是 一 个 数 ， 它 是 数 轴 上 的 一 个 点 ; 平面 
上 一 个 点 可 以 代表 两 个 数 ; 空间 的 一 个 点 可 以 代表 三 
个 数 : 所 以 一 个 空间 变换 下 的 不 动 点 相当 于 某 个 三 元 
方程 组 的 解 。 

在 数学 家 眼 里 ， 其 至 一 串 无 穷 个 数 ， 一 条 曲线 ， 
一 个 曲面 …… 都 可 以 看 成 一 个 点 。 这 样 ， 寻 求 某 种 未 
知 数 串 ， 未 知 曲线 ， 未 知 曲面 的 问题 ， 便 都 可 以 化 归 
为 找寻 不 动 点 的 问题 了 


偏 题 正 做 
洗衣 服 的 数学 


我 们 爱 清洁 ， 衣 服 脏 了 要 洗 。 

我 们 要 市 约 用 水 ,希望 用 一 定量 的 水 把 衣服 尽量 
洗 干 净 。 

这 就 提出 了 数学 问题 。 本 来 嘛 ， 当 你 用 数学 家 的 
眼光 看 周围 事物 的 时 候 ， 处 处 都 能 提出 数学 问题 。 

但 是 ， 数 学 家 不 言 欢 含 含糊 糊 的 问题 。 先 要 把 问 
题 理 清楚 ， 把 现实 世界 的 问题 化 为 纯 数 学 的 问题 。 这 
叫做 建立 数学 模型 。 

现在 衣物 已 打 好 了 肥皂 ， 抒 搓 得 很 充分 了 。 再 拧 
一 拧 ， 当 然 不 可 能 完全 把 水 近 干 。 设 衣服 上 还 残留 含 
有 污 物 的 水 1 斤 ， 用 20 斤 清水 来 漂洗 ， 怎 样 才能 漂 
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得 更 干净 ? 

如 果 把 衣服 一 下 放 到 20 斤 清水 里 ， 那 么 连同 衣 
服 上 那 1 斤 水 , 一共 21 斤 水 。 污 物 均匀 分 布 在 这 21 
斤 水 里 ， 拧 干 后 ， 衣 服 上 还 有 1 斤 。 所 以 污 物 残 存量 


是 原来 的 上 
ЛО о 

通常 你 不 会 这 么 办 ， 你 会 把 20 斤 水 分 2 次 用 。 
比如 第 一 次 用 5 厅 ， 使 污 物 减少 到 < ， 再 用 15 Т, 18 


к гы 
6х16 96° 


物 又 减少 到 万 的 起 ， 即 分 2 次 洗 , 效果 


好 多 了 。 
同样 分 2 次 洗 ， 也 可 以 每 次 用 10 斤 ， 每 次 都 使 


污 物 减 少 到 原 有 量 的 二 ，11 x11 =121。2 次 可 以 达到 


1 
121 


的 效果 ! 
要 是 不 怕 麻 烦 ， 分 4 次 洗 呢 ?每 次 5 斤 水 ， 第 一 


次 使 污 物 减 少 到 原 有 的 5 ，4 次 之 后 ， 污 物 减少 到 原 


А 1 1 б 
Р = 1296 效果 更 佳 ! 


但 是 ， 这 样 是 不 是 达到 最 佳 效果 了 呢 ? 

进一步 问 ， 如 果 衣 服 上 残存 水 量 是 1.5 斤 或 2 
斤 ， 洗 衣 用 水 量 是 37 斤 ， 那 么 又 该 怎么 洗 法 ? 

你 会 想到 用 字母 代替 数 了 ， 这 样 能 使 问题 一 般 
化 。 设 衣服 充分 拧 干 之 后 残存 水 量 岂 斤 ， 其 中 ， 含 污 
物 т, 克 。 漂 洗 用 的 清水 4 斤 。 

我 们 把 4 斤 水 分 成 n 次 使 用 ,每 次 用 量 是 a， 
а, ау, =, а, (Л). 1 п 次 漂洗 后 ， 衣 服 上 还 
有 多 少 污 物 呢 ? | 

第 一 次 ， 把 带 有 т, 克 污 物 和 w 斤 水 的 衣服 放 到 
а 斤 水 中 ， 充 分 搓洗 ， 使 mo 克 污 物 溶解 或 均匀 悬浮 
于 (w+w) 斤 水 中 。 

把 污水 倒 掉 ， 衣 服 拧 干 的 时 候 ， 衣 服 上 还 残留 多 
少 污 物 呢 ? 由 于 т, 克 污 物 均匀 分 布 于 (w +a) 斤 水 
中 ， 所 以 衣服 上 残留 的 污 物 量 т, 与 残留 的 水 量 w 成 
正比 : 
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EAE 


i (1) 


故 


mi = mo ' -一 = "о (2) 
w+al (1+) 
1 


类 似 分 析 可 知 ， 漂 洗 2 次 之 后 衣服 上 污 物 量 为 


而 次 洗 洪 之 后 衣服 上 残存 污 物 量 为 


mo 


m, = (4) 


有 了 这 个 公式 ， 也 就 是 建立 了 数学 模型 。 下 一 步 
的 问题 是 : 

(1) 是 不 是 把 水 分 得 越 匀 ， 洗 得 越 干净 ? 

(2) 是 不 是 洗 的 次 数 越 多 越 干净 ? 

先 考 虑 第 一 个 问题 。 对 固定 的 洗涤 次 数 n， 如 何 
选取 w、ww、…、w， 才 能 使 т, 最 小 ? 也 就 是 使 


(4) 的 右 端的 分 母 最 大 ? 
这 个 分 母 是 nn 个 数 之 积 。 这 nn 个 数 之 和 是 


ЕЕН ЕНЕС (5) 


ҮЛ 
于 是 问题 化 为 ， 当 个 数 之 和 为 一 定 值 $=n+ 仿 


时 , 个 数 的 乘积 何 时 最 大 ? 

用 “平均 不 等 式 ” 马 上 可 以 解决 这 个 问题 。 平 均 
不 等 式 说 : Еп КЕ с, о. е. с, В “ЛИЗ 
均 数 ”不 超过 它们 的 “算术 平均 数 ”"。 也 就 是 说 : 


Yaa < (a +С + +с,) (6) 
ВИХ с=с =… = с, 时 ， 两 端 才 会 相等 。 这 是 一 


个 重要 不 等 式 。 把 с, Соу у Cn 换 成 (1+), 


(1+2), …、({(1+ 宇 )， 得 到 ; 


(1+2) (1+2) (1) (1+2) (7) 


这 就 告诉 我 们 ， 每 次 用 水 量 相 等 的 时 候 ， 洗 得 最 干 
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净 ， 而 残存 污 物 的 量 是 

(8) 

(1а) 

nw 

肯定 地 回答 了 刚才 的 问题 (1)。 
是 不 是 分 成 n+1 次 要 比 n 次 洗 得 更 干净 呢 ?” 确 
实 是 的 。 还 是 可 以 用 平均 不 等 式 来 证 明 , 对 n+1 个 
ТЕЖ cj、 Сох c, ,1 用 平均 不 等 式 。 这 里 到 


ЕЕ ЕЕ с, =1 (9) 
nw 
把 它们 代入 (6) 便 得 
А | ча 
(1+2) xl < ы 
nw nt+l 
A n+l 
ат | a 


这 表明 ， 把 水 分 成 n+1 次 洗 ， 要 比分 成 n 次 洗 好 一 


些 。 


那么 ， 如 果 洗 上 很 多 很 多 次 ， 是 不 是 能 用 一 定量 
的 水 把 衣服 洗 得 要 多 干净 有 多 干净 呢 ? 


不 会 的 ， 仍 然 可 以 用 平均 不 等 式 证 明 。 考 虑 n+A 
个 正 数 с, © км Сах Cn+l、 Chi+ko 这 里 是 一 


个 比 人 大 的 正 数 ， 再 令 5=1 - 人 4。 取 
ш kw 


Т), еласа 


于 是 ， 把 它们 代入 平均 不 等 式 (6) 以 后 得 到 : 


A п+Е 
1+—— | + Ар 
(1+4) bs | | =1 (11) 
也 就 是 
(1+2) = нет | (12) 
ШР 


Ич ЕК Т, ЖА 
(12) 都 对 ， 所 以 不 妨 取 个 上 使 (12) 变 得 清楚 一 


些 。 具 体 地 ， 用 A" 表示 不 小 于 和 的 最 小 整数 ， 取 = 


<2, Рн (12) 便 得 


А", Ш 2219 
о A 
и 


Е 


院 
+ 
数 
讲 
Жж 
= 


(1 + <2 (4° 是 不 小 于 “的 最 小 整数 ) 


(13) 
м А д 人 | 
例如 ， 当 一 =1 时 ， 4” =2，(13) 的 右边 是 4; 当 二 


=3.5 时， А" =7，(13) 的 右边 是 128; 当 和 =1.7 
Н, 4° =4, (13) 的 右边 是 16。 

总 之 ，“ 越 大 ， 衣 服 洗 得 越 干 兆 ， 这 是 我 们 意料 
之 中 的 事 。 但 有 个 限度 。 由 (13) 可 知 , 用 20 斤 水 
洗 ， 又 设 衣服 拧 二 后 仍 有 1 斤 水 ， 则 不 论 怎么 洗 ， 污 
物 不 会 比 原 有 的 35 更 少 ! 
从 上 面 分 析 的 过 程 看 出 ， 用 数学 方法 研究 实际 问 
常常 是 这 样 做 
一 、 选 择 有 实际 意义 的 问题 。 
二 、 建 立 数学 模型 ， 把 实际 问题 化 成 数学 问题 。 
三 、 找 寻 适 当 的 数学 工具 来 解决 问题 一 这 里 用 
的 工具 是 “平均 不 等 式 ”。 


题 


ч 


四 、 把 数学 上 的 答案 拿 到 实际 中 去 运用 、 检 验 。 

其 实 ， 数 学 模型 和 实际 情形 常常 有 不 一 致 之 处 。 
比如 ,我们 假设 在 每 次 漂洗 的 时 候 ， 污 物 能 均匀 分 布 
在 水 里 ， 这 就 很 难 办 到 。 另 外 ， 我 们 只 考虑 到 节约 用 
水 ， 还 没 考虑 到 市 约 宝贵 的 时 间 。 多 洗 几 次 固然 省 
水 ,可 又 多 用 了 时 间 ， 怎 么 办 ? ЯЖ, п 越 大 越 
好 ， 但 洗 的 次 数 太 多 ， 衣 服 又 会 洗 破 。 所 以 ， 实 际 上 
分 三 四 次 漂洗 也 就 是 够 了 。 如 来 把 时 间 耗 费 、 衣 服 磨 
损 再 考虑 进去 ， 那 就 是 一 个 新 的 更 复杂 的 数学 模型 了 。 


жа [| 


В АЛАН, И ЕАН 为 什么 
它 倾 斜 了 那么 漫长 的 岁月 而 至 今 不 倒 呢 ?物理 学 告诉 
我 们 ， 把 一 个 平底 的 物体 放 在 水 平平 面 上 ， 只 要 重心 
不 落 在 它 的 底面 之 外 ， 就 不 会 倒 。 何 况 ， 比 陛 斜 塔 还 
有 深 埋 于 土 中 的 塔 基 呢 ! 

如 果 它 太 斜 了 ,终究 还 是 要 倒 的 。 
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这 就 引出 了 一 个 问题 : 请 你 用 一 些 砖 个 一 座 小 和 斜 
塔 ， 你 能 使 它 斜 到 什么 程度 呢 ? 

准确 地 说 ， 你 能 使 最 上 面 一 块 砖 的 重心 和 最 下 面 
一 块 砖 的 重心 的 水 平 距离 达到 多 远 呢 ? 

假定 这 几 块 砖 是 一 模 一 样 的 ， 都 是 质量 均匀 的 好 
人 砖 。 令 每 个 标准 的 长 方 体 的 长 为 1!1， 高 为 h， 宽 为 d， 
О<А<а<1, 

摆 的 方法 ， 像 图 5- 1 那样， 把 砖 放 平 ， 放 齐 。 

开始 ， 你 也 许 会 这 样 摆 : 每 块 砖 都 比 下 面 那 一 块 
多 伸 出 长 为 a 的 一 段 ,，n 块 砖 可 以 伸 出 (n -1)a 那 么 
长 。 这 个 (п-1)а 有 多 长 呢 ? 


4 h 
d 1 
<— 1—>| 


图 5--1 


也 许 不 出 你 所 料 ， 它 不 会 太 长 ， 还 不 到 一 夸 之 
长 ! 5-2 画 出 了 n=3 的 情形 。 УГ “В” М 


倒 ， ЕШ (n -1) 块 砖 的 重心 6 不 能 落 在 最 下 面 那 
块 砖 之 外 ， 因 而 必须 有 


DC> BC 
但 
РС = ЕЁ =-;11 +(п-2)а] 
Коб 
故 


1 
Fll+(n-2)aj>(n-1)a 


1-1 


由 此 解 出 па, (п 1) а, Й, ОХ} 


均匀 伸 出 的 摆 法 ， 最 多 只 能 让 上 层 比 底层 多 伸 出 2 二 


砖 长 ， 即 不 到 一 砖 之 长 。 

为 了 清楚 ， 下 页 图 5 一 3 画 出 了 n=6 的 情形 。 

如 果 每 块 砖 伸 出 的 长 短 各 不 相同 ， 是 不 是 可 以 更 
伸 长 一 些 呢 ? 

结论 是 出 人 意料 的 。 只 要 砖 够 多 ， 伸 出 多 远 都 是 
可 能 的 ! 
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图 5 一 3 
问题 似乎 复杂 。 但 是 ， 如 果 你 吸取 了 一 种 新 奇 的 


建筑 施工 方法 的 思想 ， 从 塔 顶 往 下 ， 而 不 是 由 下 而 上 
地 建 塔 , 便 容易 看 出 管 案 了 。 

从 最 简单 的 情形 开始 ， 这 是 数学 家 思考 问题 的 重 
要 法 则 。 

如 果 只 有 两 块 砖 ， 那 么 非常 简单 ， 上 面 一 块 砖 最 


多 只 能 伸 出 一 块 砖 长 的 广 。 
假设 我 们 已 经 建 好 了 两 块 砖 的 塔 ， 上 层 比 下 层 多 
伸 出 一 块 砖 的 六。 上 层 叫 第 一 块 砖 ， 下 层 叫 第 二 块 


砖 。 它 们 的 共同 重心 为 6,。 显 然 ，G, 离 第 一 块 砖 外 


1 
2 


端的 水 平 距离 为 了 (1+ 广 ) = 于 (图 5 4). 


图 5-4 
这 样 的 塔 虽然 只 有 两 层 ， 但 是 上 面 不 能 再 添加 向 


外 伸 长 的 砖 了 。 但 下 面 却 可 以 再 添 ! 这 就 是 自 上 而 下 
的 新 施工 方法 给 我 们 带 来 的 好 处 。 为 了 С, 落 在 第 三 
块 砖 之 上 ， 图 5 -4 告诉 我 们 ， 第 二 块 砖 可 以 比 第 三 
块 伸 出 二 砖 长 。 

为 了 弄 清 第 三 块 比 第 四 块 可 以 仲 出 多 少 ， 我 们 要 
分 析 一 下 前 三 块 砖 的 重心 C, 比 С, 向 左 水 平移 动 了 多 
少 。 由 于 С, 与 第 三 块 砖 重心 Mn, ЖЕШИН 6 
长 ,而 б, 的 质量 是 М, 质量 的 2 倍 ， 故 М, 的 影响 将 
使 G; 比 с, 左 移 半 砖 长 的 二， 即 < 砖 长 ， 这 就 是 第 三 
抉 砖 比 第 四 块 砖 伸 出 的 长 度 。 
当 上 面 n -1 块 砖 押 好 之 后 ， 这 -1 块 砖 的 重心 


& ан [е | [аа [ж |+ |38 


т, 


6G, 恰好 对 准 第 n 块 砖 的 右 端 B。 于 是 第 n 块 砖 的 重 
心 M, 与 6, ,的 水 平 距离 恰 为 村 长 。 因 为 G1 与 М, 
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ж 


分 别 代表 的 重量 之 比 是 (n -1):1， 所 以 它们 合 起 来 的 
重心 6, 与 6, ,的 水 平 距离 是 坟 砖 长 的 二 ， 即 一 块 革 
长 的 2-。 这 就 是 第 n 块 砖 比 第 n+ 1 块 砖 的 伸 出 量 


(95-5)! 


5—5 
于 是 ， 用 n + 1 块 砖 建 塔 ， 总 的 最 大 伸 出 量 为 
(也 是 顶 砖 和 底 砖 的 重心 的 水 平 距 离 ): _ 


р: 1. 
4 6 2п 


院 
ЕЗ 
数 
学 
Е 
Е 
е 


БЕТЕ Га], ЧЕ 07, Вп + 1 很 大 时 ， 伸 出 量 
А, 能 有 多 大 ? 


Ал 


М 


别 看 АВ ЛХ, ПОН ВЕ п 趋 于 无 穷 而 趋 于 0， 
但 加 起 来 之 后 ， 却 是 要 多 大 有 多 大 。 简 单 的 理由 是 


а 
4 4 2 


因此 


1 _m+2 
2 2 


1 1 1 
+++ +—_>1 
кое кул +тх 


这 表明 ， 和 数 1+ 广 +… + 二 可 以 很 大 很 大 。 
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如 果 有 65 块 砖 ， 便 可 以 使 顶层 比 底层 伸 出 2 6 
之 长 还 要 多 。 传 数 加 一 倍 ， 上 面 便 能 伸 出 砖 长 多 ! 


从 这 个 问题 的 思考 过 程 中 ， 我 们 可 以 看 出 : 

第 一 ， 想 问题 要 从 各 个 方面 想 。 这 里 ， 不 能 只 想 
到 每 块 砖 伸 出 量 相 等 的 情形 ， 而 且 要 想到 不 相等 的 情 
Ж; 不 能 只 想到 从 上 面 添 砖 ， 而 且 要 想到 从 下 面 添 
人 砖 。 这 样 才能 想 出 办 法 来 。 

第 二 ， 先 分 析 最 简单 的 情形 。 两 块 砖 、 三 块 砖 的 
情形 弄 清楚 了， 更 一 般 的 规律 也 容易 发 现 了 。 

第 三 ,不 要 忽视 简单 的 问题 ， 谁 能 想到 ， 伙 砖 间 
题 能 引出 无 穷 级 数 


1 1 1 
о + +— +з 
П, 


2 3 
的 讨论 ， 把 我 们 带 到 高 等 数学 的 领域 呢 ? 


假如 地 球 是 空 党 


地 球 是 球 ， 足 球 也 是 球 。 但 足球 里 面 是 空 的， 或 


者 说 ， 充 满 了 空气 。 地 球 可 是 实心 的 ， 据 科学 家 研 
究 ， 里 面 是 炽热 的 岩浆 。 

有 位 小 说 家 ， 他 想象 地 球 像 足球 一 样 ， 也 是 个 空 
壳 ， 写 出 了 《地 心 游记 》。 既 然 地 球 是 空 的 ， 里面 肯 
定 是 个 大 世界 ， 当 然 可 以 一 游 啦 ! 

设想 你 来 到 了 空心 地 球 的 内 部 ， 这 样 立 刻 产 生 了 
一 个 问题 。 

你 在 地 球 表面 上 ， 感 到 自己 有 重量 ， 向 上 一 跳 ， 
就 又 落下 来 了 。 这 是 因为 地 球 对 你 有 吸引 力 。 地 球 在 
你 脚下 ， 所 以 向 “下 ” 吸 。 

到 了 地 球 之 内 ， 可 不 一 样 了 。 地 球 是 空 克 ， 它 在 
你 的 上 下 左右 ， 四 面 八方 。 四 面 八 方 的 球 壳 都 在 吸引 
你 。 引 力 的 合力 究竟 是 向 上 ， 还 是 向 下 呢 ? 

有 人 认为 向 下 ， 因 为 下 面 这 块 地 壳 在 你 身 旁 ， 离 
你 近 。 万 有 引力 定律 说 ， 引 力 大 小 与 距离 的 平方 成 反 
比 。 所 以 ， 离 得 近 ， 地 壳 对 你 的 引力 就 大 。 

也 会 有 人 认为 引力 向 上 。 因 为 上 面 那 块 球 壳 要 大 得 
多 ， 引 力 与 质量 乘积 成 正比 ， 大 块 地 壳 的 引力 要 大 些 ! 
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这 样 一 争 ， 就 可 以 看 出 矛盾 了 。 物 体 的 大 小 与 远 
近 都 影响 引力 的 合力 。 光 考虑 一 个 方面 不 行 ， 要 综合 


起 来 研究 。 
这 下 子 问 题 复杂 了 。 要 物理 学 家 和 数学 家 一 起 来 
商量 。 
物理 学 家 提供 了 万 有 引力 公式 : 
Мт, т, 
ру а (1) 


这 里 下 代表 两 个 物体 之 间 的 引力 ，N 是 万 有 引力 常 
Ж, т, 和 m, 分 别 是 这 两 个 物体 的 质量 ， 而 d 是 两 个 
物体 的 质心 之 间 的 距离 。 
有 了 物理 公式 之 后 ， 剩 下 的 是 数学 家 的 工作 了 。 
数学 家 解决 这 类 问题 有 个 办 法 ， 叫 做 “化 整 为 零 ” 。 
地 壳 可 能 厚 达 数 百 千 米 。 在 数学 家 眼 里 ， 它 是 一 


层 一 层 的 同心 球 克 ， 每 层 极 薄 极 薄 ， 比 如 说 只 有 ! ж 
米 ， 甚 至 0.01 毫米 厚 。 只 要 求 出 这 一 层 极 薄 的 球 过 
对 人 的 身体 的 引力 ， 就 好 办 了 。 不 管 多 少 层 ， 一 层 一 
层 地 加 起 来 就 是 了 。 

这 一 个 薄 壳 ， 是 直径 为 上 万 千 米 的 大 球 壳 。 我 们 
把 目光 集中 于 一 小 块 ， 比 如 一 平方 毫米 那么 大 的 一 
块 。 一 小 块 的 道理 弄 明 白 了 ， 把 许多 块 加 起 来 就 
Т. 

取 一 小 块 薄 壳 4， 设 这 块 薄 壳 质 量 是 Р, 。 它 的 质 
心 与 人 的 质心 6 的 距离 是 41。 设 和 人 的 质量 是 m， 则 这 
块 水 壳 对 人 的 引力 大 小 是 

Мр, 
= 

如 图 5 -6， 在 薄 壳 4 上 任 取 一 点 与 6 相连 ， 连 线 


(2) 
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延长 后 交 与 对 面 球 序 上 的 一 点 。 当 点 在 4 上 走 遍 时 ， 
对 面 那 个 点 也 走 遍 了 一 小 块 薄 壳 B。 当 4 很 小 B 也 很 
小 的 时 候 ， 可 以 把 这 两 块 看 成 是 相似 形 ， 相 似 比 是 


ө 
2 


质量 是 P,， 则 B 对 人 体 的 引力 大 小 是 
NmP， 
(3) 


当然 ， 两 块 薄 壳 的 质量 Р, 与 忆 之 比 与 两 块 面积 成 正 
比 ， 面 积 比 又 等 于 相似 比 的 平方 ， 所 以 


Ж 2 
Р. 
于 是 
СГ ю 
这 表明 两 个 力 大 小 相等 。 但 是 ， 它 们 的 方向 又 相反 ， 
合力 自然 为 01 


每 一 小 块 薄 充 产生 的 引力 都 被 对 面 那 一 小 块 的 引 
力 抵 消 了 ! 地 壳 内 部 是 没有 重力 的 ! 


如 果 地 球 真是 一 个 空 壳 ， 游 人 在 里 面 不 是 走 ， 而 
是 在 空中 蒜 浮 。 因 为 没有 重力 ! 这 是 多 么 有 趣 啊 ! 

上 面 所 说 的 化 整 为 零 的 分 析 计算 的 方法 ， 是 数学 
家 惯用 的 办 法 。 许 多 重要 的 工程 技术 问题 和 科学 理论 
问题 都 可 以 用 这 个 办 法 来 解决 。 我 们 这 里 说 得 不 太 严 
格 ， 用 微 积分 的 语言 和 符号 ， 可 以 叙述 得 十 分 严格 。 

地 球 不 是 空 沉 ， 那 又 怎么 检验 计算 的 结果 对 不 
对 呢 ? 

我 们 无 法 挖 空 了 地 球 做 实验 ， 但 是 可 以 用 电学 的 
实验 来 模拟 。 带 正 电 荷 的 物体 和 带 负电 荷 的 物体 之 间 
也 有 引力 。 引 力 公式 与 万 有 引力 公式 类 似 ， 


_ Кее, 


= 


这 里 下 是 静电 吸引 力 , 天 是 一 个 常数 ， 但 是 这 个 常数 
不 叫 牛 顿 常 数 而 叫 库伦 常数 。e 和 е, 分 别 是 两 个 小 
物体 带 的 电量 ，d 还 是 两 物体 间 的 距离 。 

用 一 个 铜 球 党 ， 让 它 带 上 一 定量 的 电荷 ， 电 茶会 
均匀 分 布 于 外 层 。 球 内 部 有 没有 静电 产生 的 电场 呢 ? 


(6) 
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ЗЕТА е ру УЖК, 铜 球 内 应 该 没有 
电场 。 实 验 表 明 ， 钢 球 内 确实 没有 电场 。 模 拟 实验 证 
明了 我 们 的 计算 结果 。 

再 问 一 个 问题 : 既然 地 球 是 实心 的 ， 计 算 空 地 壳 
内 的 重力 场 有 没有 什么 用 呢 ? 

用 处 还 是 有 的 。 这 个 计算 结果 可 以 帮 有 我 们 预测 地 
下 的 重力 。 

离 地 球 越 远 ， 重 力 越 小 ， 这 是 大 家 所 知道 的 。 那 

当 我 们 沿 着 一 条 矿井 走 下 去 ， 一 直 走 到 地 层 深 处 
的 时 候 ， 重 力 是 比 地 面 更 大 ， 还 是 更 小 呢 ? 

当 到 达 1 千 米 深 的 地 下 矿井 的 时 候 ， 就 有 1 РЖ 
厚 的 地 这 引 力 消失 了 。 但 是 男 一 方面 ， 你 离 地 心 更 近 
Г. НВР К ЖІ РЖ, 半 {е Н Ж 
(К-1) 了 。 设 地 球 质量 为 MK， 和 剥 掉 1 千 米 厚 ， 质 量 
为 Wi。 如 果 地 球 质量 均匀 ， 质 量 比 等 于 体积 比 ， 也 
就 等 于 半径 的 立方 之 比 。 设 你 的 身体 质量 为 m， 则 地 
面 上 地 球 对 你 的 引力 是 


кез (7) 


而 地 下 1 千 米 处 的 引力 是 


Wy - ММ, (8) 
AR 
М х 3 
两 式 相 比 ， 再 注意 到 让 = СЕ д 
т. М [м К-1 
гаа р (9) 


ЖЮК К ~ 6378 ( 千 米 )。 可 见 ， 在 深 为 1 千 米 的 
地 下 ， 人 的 身体 所 受 的 引入 减少 了 大 约 6378 分 之 一 。 
如 果 用 精确 的 弹簧 秤 ， 这 点 失重 还 能 检查 出 来 呢 ! 


地 下 高 速 列车 


地 球 是 球形 的 。 从 上 海 火车 站 到 乌鲁木齐 火车 站 
连 一 条 直线 ， 这 条 直线 当然 只 能 在 地 面 之 下 穿 过 。 它 
是 地 球 的 一 条 强 (图 5-7)。 „еч 
让 我 们 展开 想象 的 翅膀 。 沿 “” 
着 这 条 弦 挖 一 条 笔直 笔直 的 地 道 ， _ 
从 上 海 直通 乌鲁木齐 。 上 海 人 站 。 ой5-7 
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在 上 海 这 一 端 张望 ， 他 感到 地 道 是 深入 地 下 去 的 。 乌 
鲁 木 齐 人 站 在 乌鲁木齐 这 边 张望 ， 也 觉得 地 道 是 深入 
地 下 去 的 。 当 然 ， 地 道 不 是 笔直 ， 而 是 斜 着 下 去 的 。 

如 果 两 人 在 两 头 都 用 远程 望远镜 向 对 方 看 去 ， 便 
都 觉得 对 方 在 自己 的 脚下 。 

在 地 道里 铺设 好 钢轨 ， 便 有 了 一 条 上 海 一 一 乌 鲁 
木 齐 “ 直 ” 达 快 车 线 。 

有 趣 的 是 ， 如 果 不 考 虑 摩擦 和 空气 阻力 的 话 ， 这 
条 直达 快车 线 是 不 用 消耗 能 量 的 

列车 在 上 海 洞口 ， 会 自动 向 下 滑 ， 越 滑 越 快 ， 滑 
向 乌鲁木齐 。 当 列车 滑 到 地 道中 点 内 ， 离 地 中 心 最 近 
的 时 候 ， 也 就 是 离 地 面 最 低 的 时 候 ， 它 的 速度 达到 了 
最 大 值 。 靠 着 这 已 经 获得 的 高 速 ， 它 继续 向 前 冲 ， 但 

度 越 来 越 慢 了 。 如 果 工 程 设 计 使 上 海 洞 口 和 乌 鲁 
木 齐 洞口 处 于 同一 水 平面 ， 列 车 到 达 乌 鲁 木 齐 的 时 
候 ， 动 能 消耗 列 尽 ， 慢 慢 地 停 了 下 来 。 这 时 ， 站 台 工 
作 和 人员 要 赶快 用 个 大 钩子 把 列车 拉 住 。 要 不 然 ， 还 不 
等 旅客 下 车 ， 列 车 就 会 往 回 溜 ， 又 滑 向 上 海 去 了 。 


| е 


列车 往复 滑动 ， 好 像 一 个 大 钟 摆 。 

现在 地 面 上 的 列车 ， 从 上 海 到 乌鲁木齐 要 几 天 几 
夜 。 真 的 挖 好 了 地 道 ， 乘 坐 地 下 直达 列车 ， 从 上 海 到 
乌鲁木齐 ， 要 走 多 久 呢 ? 

看 来 这 不 是 一 个 简单 问题 。 如 果 算 不 出 准确 时 
间 ， 大 致 地 估 一 佑 也 好 。 这 一 趟 旅行 ， 要 一 天 ， 还 是 
两 天 ? 

用 5 表示 上 海 ，W 表示 乌鲁木齐 ，0 表示 地 球 的 
中 心 。 线 段 WS 的 中 点 记 作 M。 列 车 通过 SM 这 段 和 
MW 这 一 自用 的 时 间 是 一 样 的 ， 只 要 估计 出 列车 通过 
SM 这 一 段 的 时 间 就 行 了 (图 5 -8)。 


95-8 
列车 在 SM 上 任 一 点 P， 它 的 加 速度 是 多 少 呢 ? 
这 是 个 关键 问题 ， 知 道 了 加 速度 ， 才 能 算出 速度 ， 找 
出 运动 的 规律 。 
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根据 牛顿 第 二 定律 
К=та (作用 力 = 质 量 x 加 速度 ) 
可 以 看 出 ， 只 要 知道 了 列车 受 的 力 ， 也 就 知道 了 加 
速度 。 

列车 受 的 力 ， 当 然 是 地 心 引力 。 但 是 ， 在任 一 点 
P， 地 心 引力 方向 是 PO， 而 列车 前 进 方 向 是 PM。 所 
以 ,使 列车 前 进 的 力 实际 上 是 地 心 引力 的 分 力 。 按 力 
学 原理 ， 这 个 分 力 的 大 小 应 当 是 地 心 引 力 乘 上 一 
子 cosg， 这 里 0 是 РО 与 РМ 的 夹 角 。 

地 心 引 力 是 多 大 呢 ? 如 果 在 地 球 表面 ， 它 应 当 是 
mg,m 是 列车 的 质量 ,，g 是 重力 加 速度 ， 
8 =9.8 米 / 秒 。 现 在 列车 进入 地 下 ， 引 力 要 小 一 些 。 
小 多 少 呢 ?上 一 节 已 经 算 过 ， 要 去 掉 一 层 球 沈 产生 的 
引力 ， 这 相当 于 只 考虑 以 0 为 心 ，OP 为 半径 这 个 小 


地 球 的 引力 。 它 与 地 球 表面 引力 之 比 是 家 。 于 是 列 


车 在 P 点 所 受 的 由 地 心 引 力 而 产生 的 在 前 进 方向 的 分 
рй: 


Е =тдх а х cosO 


ОР „ МР _ теМР 
R OP К 


(1) 


= те х 
А МР 
这 里 用 到 了 cosg = оре 
再 利用 牛顿 第 二 定律 = ma， 可 以 算出 在 P 点 的 


а, 


加 速度 算出 来 了 。 在 (2) 式 右 端 ,g 和 R 是 常 
Ж, МР 可 是 在 变 。P 越 接 近 计 ，MP ЛХ, ЯРАМ 
重合 的 时 候 ， 加 速度 就 是 0 Г. 

这 是 一 个 变 加 速 运动 ， 加 速度 越 来 越 小 。 但 是 ， 
它 毕 竟 是 在 加 速 ， 所 以 速度 越 来 越 大 。 当 然 ， 这 里 只 
考虑 列车 在 SM 这 一 段 上 的 运动 过 程 。 

我 们 只 知道 色 加 速 运 动 的 方程 、 勾 速 运动 的 方 
程 ， 没 学 过 变 加 速 运动 的 方程 ， 这 该 怎么 办 呢 ? 

数学 家 有 个 常用 的 办 法 ， 就 是 把 未 知 的 东西 和 已 
知 的 东西 比 ， 一 比 ， 就 可 以 估计 出 未 知 物 大 致 的 情 
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形 。 既 然 我们 知道 色 加 速 运 动 的 方程 ， 就 不 妨 把 这 个 
变 加 速 运 动 和 匀 加 速 运 动 比比 看 。 


у MI PP! 8 
(4 


0 
图 5-9 
我 们 把 SM 的 中 点 叫做 P" ， 如 图 5 -9。 列 车 在 
SP 这 一 段 上 运动 的 时 候 ， 它 的 加 速度 〈 按 〈2) А 
计算 ) 是 越 来 越 小 的 。 到 了 Р 这 一 点 ， 加 速度 是 


МР 
быз р (3) 


这 表明 ,在 SP 上 运动 的 时 候 ， 列 车 的 加 速度 不 小 于 
假想 有 为 一 列 列车 在 SP 上 行驶 ， 它 是 匀 加 速 
动 ， 加 速度 为 a,, 。 那 么 假想 列车 比 我 们 这 里 的 变 加 
速 列车 哪个 快 呢 ” 当 然 假想 的 匀 加 速 列车 要 慢 ， 因 为 
它 的 加 速度 a,, 不 大 于 变 加 速 列 车 的 加 速度 。 我 们 退 
一 步 ,， 算 一 算 这 个 跑 得 较 慢 的 匀 加 速 假想 列车 走 完 路 


程 SP* 要 多 长 时 间 。 匀 加 速 运动 的 方程 是 


路 程 = 地 x 加 速度 x (时 间 )? (4) 
路 程 是 SP* ， 加 速度 w, = 名 一， 把 它们 代入 (4), 
把 时 间 了 反 解 出 来 

Е „ JgMP’ 
Г= |: х5Р fe (5) 


因为 P" 是 SM 的 中 点 ， 所 以 SP”= MP" ， 恰 好 约 掉 ! 


于 是 
r= /2 (6) 

地 球 半径 取 尺 = 6378. 164( 4 Ж) = 6378164( Ж), 
力 加 速度 g =9.8( 米 / 秒 ") ， 代 人 (6) 式 ， 用 计算 器 
或 用 对 数 表 求 出 

Т=1141(#) (2) 
可 见 ， 匀 加 速 假想 列车 跑 完 SP’ 这 一 段 的 时 间 不 到 
1141 秒 。 因 为 越 跑 越 快 ， 跑 РМ 这 一 段 用 的 时 间 更 
少 ， 故 跑 完 SM 段 用 的 时 间 不 超过 2282 秒 。 跑 完 SW 
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全 程 ， 再 加 一 倍 ， 也 不 超过 4564 秒 ， 还 不 到 80 分 钟 
呢 。 可 算是 超 高 速 的 列车 了 。 

值得 注意 的 是 ， 我 们 的 整个 计算 过 程 ， 没 用 到 上 
海 到 乌鲁木齐 这 段 距离 。 所 以 ， 你 在 开始 的 问题 中 把 
“上 海 一 一 乌鲁木齐 ” 改 为 “北京 一 一 纽约 ”、“ 莫 斯 
科 一 一 墨西哥 ”都 可 以 。 无 论 从 地 球 上 哪里 到 哪里 ， 
都 用 不 了 80 分 钟 。 

将 来 你 学 了 点 微 积 分 ， 就 可 以 精确 地 算出 ， 这 种 
假想 的 地 下 快车 运行 时 间 是 一 个 常数 ， 不 论 从 哪里 到 
哪里 ， 不 论 远 近 ， 只 要 在 地 球 上 ， 时 间 都 是 差不多 42 
分 钟 ! 
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数学 家 要 研究 数学 问题 。 

数学 问题 成 千 上 万 ， 无 穷 无 尽 ; 但 数学 家 生命 有 
限 ， 以 有 限 的 生命 面 对 无 穷 的 问题 ， 必 须 选择 ， 也 只 
有 选择 。 那 么 ,选择 什 么 样 的 问题 来 研究 呢 ? 很 显 
然 ， 应 当选 择 好 的 问题 、 有 价值 的 问题 来 做 。 

什么 样 的 问题 才 是 好 问题 呢 ? 

有 人 说 ， 有 趣 的 问题 是 好 问题 ; 有 人 说 ， 有 用 的 
问题 是 好 问题 ; 也 有 人 说 ， 有 趣 或 有 用 的 问题 都 是 好 
问题 ; 还 有 人 说 ， 有 趣 又 有 用 的 才 是 好 问题 。 

有 趣 或 无 趣 ， 因 人 而 异 。 棋 迷 感 到 无 穷 趣 味 的 棋 
局 ， 门 外 汉 兴 味 索 然 。 令 人 望 而 生 晨 的 一 堆 符 号 公 
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式 ， 有 些 科 学 家 推演 起 来 却 乐此不疲 。 

有 用 或 无 用 ， 因 时 而 异 。 负 数 的 平方 根 称 作 虚 
数 ， 虚 数 和 实数 运算 产生 复数 ， 而 这 个 复数 当初 都 以 
为 没 用 。 后 来 发 现 ， 复 数 在 流体 力学 中 有 大 用 处 ， 和 
飞机 轮船 有 密切 的 关系 。 不 仅 如 此 ， 没 有 复数 ， 也 就 
没有 电学 ， 就 没有 量子 力学 ， 就 没有 近代 文明 ! 

好 的 数学 问题 可 能 产生 好 的 数学 。 什 么 是 好 的 数 
学 呢 ? 对 此 ， 数 学 大 师 陈 省 身 有 独到 的 见解 。 他 说 : 

建立 南开 数学 所 ， 就 是 希望 为 全 国 在 数学 方面 愿 
意 而 且 能 够 工作 的 人 创造 一 个 可 以 愉快 地 潜心 工作 的 
环境 ， 让 青年 人 知道 有 “好 的 数学 ”和 “不 好 的 数 
学 ”之 分 。 这 里 所 说 的 “好 ”， 简 而 言 之 ， 就 是 意 


深远 、 可 以 不 断 深入 、 影 响 许多 学 科 的 课题 ;“ 不 好 ” 
则 是 仅 限 于 把 他 人 的 工作 推演 一 盔 、 缺 乏 生 命 力 的 题 
目 。 我 的 愿望 是 让 青年 人 尽早 地 懂得 欣赏 “好 的 数 
学 ”。( 陈 省 身 ，《 九 十 初 度 说 数学 》， 上 海 科 技 教育 
出 版 社 ，2001 年 ， 第 33 页 。) 

在 另外 的 场合 ， 陈 先生 还 说 过 一 些 具 体 的 例子 


他 说 ， 有 些 看 起 来 很 美的 题 р 
目 , 不 一 定 是 好 的 数学 。 例 А 
如 , 在 任意 三 角形 的 3 边 上 

各 作 一 个 正三 角形 ,这 3 个 

正三 角形 的 中 心 也 必然 构成 

一 个 正三 角形 ， 这 叫做 拿 破 

仑 定理 ， 是 法 国 著名 的 政治 

家 和 军事 家 拿破仑 发 现 的 〈 如 图 6-1)。 这 个 定理 很 
美 ， 但 深入 研究 之 后 发 展 有 限 。 又 如 幻 方 ， 各 行 各 列 
及 各 对 角 线 上 的 数 加 起 来 均 相等 ， 令 人 惊奇 ( 如 图 
6-2); 可惜 这 只 是 一 个 奇迹 ， 没 有 很 多 的 用 处 。 


Е 
图 6-1 


图 6-2 
大 大 小 小 的 圆 ， 其 周 长 和 直径 的 比值 总 是 一 个 常 
数 x 。 这 也 是 一 个 奇迹 。 可 是 这 件 事情 太 重 要 了 了， 在 
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数学 里 到 处 遇 到 1 

陈省身 还 说 ， 方 程 也 是 好 的 数学 。 小 学 里 的 代数 
方程 ， 中 学 里 的 不 定 方程 、 超 越 方程 、 函 数 方程 ， 乃 
至 大 学 里 的 微分 方程 ， 各 门 科学 技术 都 离 不 开 方程 ， 
真是 意义 深远 、 影 响 广 大 ， 永 远 研究 不 完 ! 

像 拿破仑 定理 ， 像 幻 方 ， 这 样 的 问题 好 比 珍珠 。 
光彩 夺目 ， 赏 玩 起 来 爱不释手 。 但 一 粒 珍珠 再 漂亮 
是 一 粒 珍珠 ， 它 缺 活力 ， 难 于 生长 。 

像 方程 ， 像 圆周 率 ， 这 样 的 问题 好 比 种 子 。 种 子 
不 一 定 闪闪 发 光 ， 不 见得 赏心悦目 ， 可 它 是 生命 ,有 
活力 。 它 可 能 长 成 参天 大 树 ， 可 能 吐出 万 紫 千 红 。 

在 数学 家 眼 里 ， 种 子 比 珍珠 更 可 爱 。 

话说 回来 ， 数 学 大 师 的 话 ， 虽 然 极 有 启发 性 ， 却 
也 不 是 定理 或 法 律 。 喜 爱 研究 幻 方 或 拿破仑 定理 的 依 
然 可 以 孜孜 不 倦 。 有 人 重视 种 子 ， 有 人 收藏 珍珠 ， 世 
界 是 多 样 化 的 。 何 况 ， 两 者 也 不 能 截然 分 开 ， 从 幻 广 
和 拿破仑 定理 ， 也 不 是 不 能 走向 方程 的 。 


抛物 线 的 切线 


种 子 变 成 大 树 甚至 森林 的 故事 ， 数 学 史上 并 不 
少见 。 

从 曲线 的 切线 作 图 问题 出 发 ， 引 出 了 微 积 分 这 门 
大 学 科 ， 堪 称 是 数学 史上 也 是 人 类 文明 史上 辉煌 的 
—#, 

圆 的 切线 ， 就 是 和 圆 只 有 一 个 公共 点 的 直线 。 

作 圆 的 切线 是 容易 的 ， 因 为 我 们 知道 ， 圆 的 切线 
和 过 切 点 的 半径 垂直 。 

发 明 直 角 坐 标 系 ， 创 建 了 解析 几何 的 笛 卡 儿 ， 研 
究 过 抛物 线 的 切线 作 图 问题 。 他 认为 ， 切 线 的 作 图 问 
题 是 他 所 知道 的 甚至 是 他 一 直 想 知道 的 最 有 用 、 最 一 
般 的 几何 问题 。 

现在 回头 看 ， 不 能 不 佩服 笛 卡 儿 眼 光 之 敏锐 。 

如 果 把 抛物 线 的 切线 ， 看 成 是 和 抛物 线 只 有 一 个 
公共 点 的 直线 ， 只 要 你 学 过 二 次 方程 ， 又 懂得 一 些 解 
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析 几 何 ， 不 难 做 出 来 。 
数学 家 往往 能 从 最 简单 的 情形 ， 看 出 更 一 般 的 
规律 。 
最 简单 的 情形 ， 抛 物 线 的 方程 是 y=x ， 在 抛物 
线 上 取 一 个 点 P(w,w )， 过 点 了 作 抛 物 线 的 切线 ， 如 
何 写 出 切线 的 方程 ? 
如 果 知 道 了 切线 的 斜率 上， 切线 方程 应 当 有 这 样 
的 形式 : 
у-и = (х-и) 
把 这 个 带 有 未 知 斜 率 撕 的 方程 和 抛物 线 的 方程 
у= 联 立 ， 可 以 得 到 x 的 方程 
k(x—u) +u = 
化 简 后 为 
x -kx+(ku-u)=0 
解 这 个 二 次 方程 ， 可 得 抛物 线 和 切线 的 公共 点 的 横 坐 
标 。 但 是 因为 公共 点 只 有 一 个 ， 所 以 这 个 方程 有 重 
根 ， 判 别 式 应 当 为 0， 也 就 是 
12 -4ш +4и? =0 


解 得 45=2u。 
Ши 的 一 些 具体 数值 ， 例 如 = 1， 画 出 来 看 看 ， 


这 样 得 到 的 果然 像 是 这 条 抛物 线 的 切线 〈 图 6-3)。 


86-3 


但 是 ， 图 中 的 一 条 虚线 表明 ， 过 点 已 而 平行 于 7 
轴 的 直线 ， 它 和 抛物 线 也 只 有 一 个 公共 点 。 这 条 和 抛 
物 线 只 有 一 个 公共 点 的 直线 ， 是 看 出 来 的 ， 不 是 推出 
来 的 ! 

这 就 发 现 ， 上 面 的 推理 有 个 漏洞 ! 我 们 假定 了 和 
抛物 线 只 有 一 个 公共 点 的 直线 有 和 斜率 А; 可 是 ,偏偏 
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是 这 条 平行 于 y 轴 的 直线 ， 它 没有 斜率 ， 而 和 抛物 线 
只 有 一 个 公共 点 ! 

直观 上 ， 我 们 很 难 承 认 这 条 平行 于 y 轴 的 直线 是 
抛物 线 的 切线 ! 

这 就 发 现 ， 上 面 的 切线 概念 可 能 也 有 漏洞 。 把 抽 
物 线 的 切线 看 成 是 和 抛物 线 只 有 一 个 公共 点 的 直线 未 
必 妥 当 。 

如 果 不 说 清楚 什么 是 抛物 线 的 切线 ， 当 然 不 好 解 
决 抛物 线 的 切线 的 作 图 问题 。 如 何 定义 抛物 线 的 切 
线 ? 更 一 般 地 ， 如 何 定义 更 多 的 曲线 的 切线 ， 是 我 们 
研究 切线 作 图 方法 时 面临 的 基本 难题 

过 到 难题 ， 不 但 要 敢于 “ 知 难 而 进 "， 也 要 善于 
“ 知 难 而 退 "。 退 是 为 了 巩固 阵地 ， 更 稳妥 地 前 进 。 

退回 来 再 想 想 圆 的 切线 ， 它 除了 和 圆 只 有 一 个 公 
共 点 之 外 ， 还 有 什么 可 说 的 ? 

数学 家 看 一 件 东西 ， 常 常 把 它 放 在 变动 的 过 程 之 
中 观察 ， 注 意 到 它 的 前 身后 世 和 左 邻 右 含 。 圆 的 切线 
动 一 动 ， 一 不 小 心 会 变 成 割 线 ， 它 和 圆 的 一 个 公共 点 


就 一 分 为 二 ， 变 成 两 个 交点 ! 反 过 来 ， 割 线 和 圆 的 两 
个 交点 ， 如 果 慢 慢 接 近 ， 直 到 合 二 为 一 ， 制 线 也 就 变 
成 了 切线 ! 

用 这 个 眼光 看 ， 就 看 出 一 个 定义 抛物 线 的 切线 的 
新 的 思路 : 过 抛物 线 上 一 点 P 和 另 一 点 0 作 制 线 ， 再 
让 0 向 P 靠 摔 ， 当 0 和 P 重 合 的 时 候 ,， 制 线 就 成 为 
切线 。 

别 以 为 这 个 思路 简单 。 稍 卡 儿 当 年 在 研究 抛物 线 
的 切线 作 图 方法 时 ， 就 没有 想到 这 四 。 又 过 了 几 十 
年 ， 数 学 家 想到 了 这 一 点 ， 微 分 法 就 呼之欲出 了 ! 

我 们 来 重复 一 下 300 多 年 前 的 数学 家 的 工作 ， 党 
着 割 线 变 切 线 的 思路 找 出 抛物 线 的 切线 来 。 

像 前 面 所 说 ， 在 抛物 线 y = 尺 上 取 一 定点 
P= (ил), Ж О =(и+в,(и+һв)?); 则 


8126 РО 的 斜率 为 
(и+һ)*-ш 2иһ+һ ә | 
(u+h) 一 天 h 


我 们 想象 ， 当 动 点 8 向 定点 P 靠拢 时 ,hh 的 绝对 值 越 
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来 越 小 ， 割 线 的 斜率 2и +h 越 来 越 接 近 切 线 的 斜率 。 
当 P 和 0 重合 时 ， 也 就 是 hh 变 为 0 时， 就 得 到 了 切线 
的 斜率 2u。 这 和 前 面 用 二 次 方程 的 判别 式 得 到 的 结果 
不 谋 而 合 ， 殊 途 同 归 。 

这 个 方法 不 但 比 前 面 的 方法 简单 ， 而 且 是 个 更 一 
般 的 方法 ; 不 但 可 以 用 来 求 抛物 线 的 切线 的 斜率 ， 而 
且 也 能 用 来 计算 许多 其 他 的 曲线 的 切线 的 斜率 。 

设 曲线 对 应 的 函数 表达 式 是 y= F(x)。 要 计算 曲 
线 上 一 点 P= (и, Е(и) ) 处 的 切线 的 斜率 ,要 再 取 一 个 
动 点 0= (w+h,F(u+h) ); 则 荐 线 РО 的 斜率 为 


Е(и+А) – Е(и) 
h 


在 这 个 表达 式 中 设法 把 分 母 上 的 h 约 掉 ， 再 让 的 绝 
对 值 变 为 0， 也 就 是 让 P 和 0 重合 ， 所 得 到 的 表达 式 
的 值 就 是 点 PP 处 的 切线 的 斜率 。 这 个 斜率 ， 在 数学 上 
叫做 函数 F(x) 在 x*=w 处 的 导数 ， 也 叫 微 商 。 这 是 微 
积分 学 的 最 重要 的 基本 概念 。 

这 样 一 来 ， 也 解决 了 有 很 多 实际 应 用 的 求 浮 数 的 


最 大 值 和 最 小 值 的 问题 。 这 是 因为 ， 函 数 曲线 在 高 峰 
点 或 低谷 点 的 切线 总 是 水 平 的 《图 6-4)， 其 斜率 为 
0; 能 写 出 切线 斜率 的 表达 式 ， 也 就 能 列 出 高 峰 点 或 
低谷 点 的 横 坐 标 满足 的 方程 了 。 


图 6-4 

德国 哲学 家 和 数学 家 莱 布 尼 效 ， 他 用 这 种 新 思想 

深入 地 人 研究 了 曲线 的 切线 和 函数 的 最 大 最 小 值 有 关 的 
问题 。 
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无 穷 小 是 量 的 鬼魂 ? 


这 样 简捷 的 方法 ， 一 举 解决 了 成 千 上 万 各 种 各 

样 的 曲线 切线 的 作 图 问题 。 

不 但 如 此 ， 也 解决 了 有 很 多 实际 应 用 的 求 函数 的 
最 大 值 和 最 小 值 的 问题 。 

这 样 非 同 小 可 的 发 现 ,使 当时 的 数学 家 兴 高 
采 烈 。 

但 是 ， 人 们 很 快 就 发 现 ， 这 种 新 方法 的 基础 是 不 
严谨 的 ， 在 逻辑 上 有 一 个 漏 润 。 

回 过 头 去 看 看 前 面 计 算 抛 物 线 斜 率 时 的 推导 : Ж 
列 出 等 式 


(ш+ А)? - и? 2ић + 
(и+ћ) - ш А 


再 让 有 变 为 0， 就 得 到 了 切线 的 斜率 2u。 
在 这 推导 过 程 中 ， 先 要 假定 不 等 于 0， 否 则 就 
无 法 把 它 作为 分 母 ， 更 无 法 把 它 约 掉 而 得 到 2и + А; 


=2и+Һ 


一 旦 得 到 了 表达 式 24 +h， 马 上 “过 河 拆 桥 " ， 出 尔 
反 尔 地 让 hh=0 来 得 到 斜率 2u。 既 然 表 达 式 2u +h 是 
在 hh 不 为 0 的 条 件 下 得 到 的 ， 凭 什么 又 让 疡 等 于 0? 

微 积分 的 创始 人 之 一 的 牛顿 ， 当 然 不 会 看 不 到 这 
个 漏洞 。 他 弥补 漏洞 的 方法 是 : 不 让 天 一 下 子 变 成 0， 
而 是 让 疡 变 成 一 种 “无 穷 小 量 ” 。 什 么 是 无 穷 小 量 呢 ? 
按 牛 顿 的 说 法 ， 它 是 一 个 数 在 变 成 0 之 前 的 最 后 形 
态 ， 它 不 是 0， 但 它 的 绝对 值 比 任何 正 数 都 小 。 因 为 
hh 不 是 0， 所 以 可 以 做 分 母 ， 可 以 约 掉 ; 又 因为 疡 的 
绝对 值 比 任何 正 数 都 小 ， 它 在 表达 式 w +h 中 可 以 忽 
上 略 不 计 ,w+h 就 可 以 当成 Ww 了。 

但 是 ， 这 种 神秘 的 “无 穷 小 量 ” 并 没有 把 当年 的 
数学 家 们 从 乾 榨 的 处 境 解救 出 来 。 人 们 问 ,， “无 穷 小 
量 ” 是 什么 ? 它 如 果 是 数 ， 数 在 变 成 0 之 前 还 是 数 ， 
哪 有 什么 “绝对 值 比 任何 正 数 都 小 ”的 最 后 形态 ?如 
果 不 是 数 ， 有 何 理由 能 够 像 数 一 样 地 运算 ? 当时 一 位 
著名 的 大 主教 贝克 菜 写 了 一 篇 长 文 ， 对 这 种 新 的 方法 
冷嘲热讽 ， 说 “无 穷 小 量 ” 的 比值 是 “ 量 的 鬼魂 ”， 
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并 且 质 间 数 学 家 “既然 相信 这 些 量 的 鬼 瑰 ,有 什么 理 
由 不 相信 上 帝 呢 ?7” 

但 是 ， 数 学 家 的 眼光 ， 能 看 出 淤泥 中 的 种 子 的 生 
命 力 ， 能 透 过 浓 雾 看 出 光明 的 前 方 。 他 们 没有 因为 逻 
辑 上 的 困难 和 人 们 的 非议 而 抛弃 新 的 方法 ， 而 是 积极 
地 挖掘 新 方法 带 来 的 宝藏 ， 在 不 稳固 的 地 基 上 设计 并 
着 手 建设 辉煌 的 大 厦 。 

人 们 称 此 为 第 二 次 数学 危机 。 

数学 家 从 来 不 为 数学 危机 担忧 。 数 学 在 现实 世界 
中 表现 出 来 的 力量 总 能 使 数学 家 充满 信心 。 他 们 看 得 
见 问题 ， 看 得 见 困难 ， 但 不 会 止步 。 路 上 暂时 搬 不 动 
的 大 石头 就 留 给 后 来 者 ， 绕 个 弯 继 续 前 进 。 


极限 概念 : 严谨 但 是 难 懂 
数学 家 们 前 赴 后 继 ， 一 代 接 着 一 代 地 思 


在 大 约 150 年 后 ， 终 于 补 上 了 微 积分 基本 概念 上 
的 漏洞。 


为 了 名 正言 顺 地 从 表达 式 


(и+ћ)2 -и? 2uh+th _ 
о а СР 


里 面 把 碍 眼 的 hh 去 掉 而 得 到 2u， 数 学 家 想 出 来 一 个 
“极限 ”的 说 法 : 既然 不 好 把 一 下 子 变 成 0， 就 让 有 h 
无 限 地 接近 0 吧 。 当 4h 无 限 地 接近 0 时 ，2u +h 就 会 
无 限 地 接近 2u。 

于 是 ， 就 把 24 叫做 “2u +h 在 hh 趋向 于 0 的 过 程 
中 的 极限 ”。 

一 般 地 ， 就 说 : 在 hh 趋向 于 0 的 过 程 中 ， 表 达 式 


Е(и+А) -КЕ(и) 
h 


的 极限 ， 殊 叫做 函数 A(x) 在 x=w 处 的 导数 。 

极限 概念 的 创立 ， 打 了 一 个 成 功 的 擦边球 。 用 无 
限 接近 于 0 代替 等 于 0， 既 合理 合法 ， 又 达到 了 同样 
的 目的 ! 

极限 的 思想 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 效 其 实 早 就 有 了 ,但 
概念 上 总 是 说 不 清楚 。 例 如 ， 什 么 叫做 “无 限 接近 ”? 
什么 叫做 “h 趋向 于 0 的 过 程 ”? 这 些 都 是 生活 中 的 
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语言 ， 即 所 谓 自然 语言 。 使 用 自然 语言 难以 进行 严谨 
的 数学 推理 ， 必 须 把 自然 语言 翻译 成 严谨 的 数学 


语言 。 

经 过 19 世纪 几 位 出 色 的 数学 家 的 创造 性 工作 ， 
严谨 的 极限 概念 的 表述 诞生 了 。 下 面 的 极限 定义 ， 是 
基于 法 国 数学 家 柯 西 提出 的 思想 ， 由 德国 数学 家 魏 尔 
斯 特 拉 斯 制定 的 : 

函数 极限 的 定义 ” 设 函 数 (x) 在 x=w 附近 有 定 
义 。 如 果 存 在 一 个 数 c， 使 得 对 于 任 给 的 正 数 = >0， 
总 有 6>0, 使 当 0 <1x-ul <6 时 ， 总 有 

IF(x) —а1<& 
就 说 : х Ти В Р(х) а А. 

数列 极限 的 定义 ” 设 cl а, сз, а,, 599% 
数列 。 如 果 存 在 一 个 数 a， 使 得 对 于 任 给 的 正 数 > 
0, 总 有 NN>0, { п>, АЯН 

la,~al <é 
就 说 数列 а, 以 a 为 极限 。 
如 果 读 者 不 理解 这 样 抛 口 的 定义 ， 大 可 以 对 它 不 


子 追 究 。 因 为 这 丝 澡 不 影响 对 本 书后 面 内 容 的 阅读 。 
只 要 知道 ， 有 一 位 出 色 的 数学 家 ， 用 这 样 抛 口 的 定 
义 ， 补 上 了 当初 导数 概念 的 漏洞 就 够 了 。 

上 面 的 定义 ， 用 了 希腊 文 的 小 写字 母 =， 所 以 通 
常 称 为 极限 概念 的 & 语言 。 

以 极限 概念 的 = 语言 为 工具 ， 严 谨 的 微 积分 学 建 
立 起 来 了 。 从 柯 西 时 代 到 今天 ，150 年 来 ， 大 学 数学 
系 里 讲授 微 积 分 ， 用 的 都 是 柯 西 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 极 
限 概念 的 = 语言 。 

但 是 ， 对 于 初学 者 ， 语言 太 难 理解 了 。 

美国 一 套 著 名 的 《 微 积 分 》 教 材 中 告诉 学 生 ， 如 
果 弄 不 懂 这 样 的 定义 ， “就 像 背 一 首 诗 那 样 把 它 背 下 

! 这 样 做 ， 至 少 比 把 它 说 错 来 得 强 。” (М. ИЖ. 
克 ，《 微 积分 》 上 册 ，P. 102, ЖЕ. КИИ # 
人 民 教 育 出 版 社 ，1980 年 11 月 第 1 版 。) 

匈牙利 数学 家 和 数学 教育 家 波 利 亚 ， 在 谈 到 工科 
学 生 的 微 积 分 教学 时 说 : ИТЕ ЗЕНА е - 证 
明 的 训练 …… 教 给 他 们 的 微 积分 规则 就 像 是 从 天 上 掉 
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下 来 的 ， 硬 塞 给 他 们 的 教条 …… ЖА, (Ж 
学 与 猜想 》 第 2 ж, Р. 480， 李 心 灿 等 译 ， 台 湾 九 章 
出 版 社 ，1984 年 。) 

这 就 是 说 ， 不 学 极限 概念 的 е 语言 ， 就 弄 不 懂 微 
积分 ; 学 习 极限 概念 的 = 语言， 确实 又 太 难 了 。 

恩格斯 说 : 在 一 切 理论 成 就 中 ， 未 必 有 什么 像 17 
世纪 下 半 叶 微 积 分 的 发 明 那 样 ， 被 看 做 是 人 类 精神 的 
最 高 胜利 了 。 

难道 说 ， 对 于 即使 有 机 会 学 习 高 等 数学 的 人 中 的 
大 多 数 ， 注 定 不 能 理解 这 个 标志 着 “人 类 精神 的 最 高 
胜利 ”的 成 果 ? 


不 用 极限 概念 能 定义 导数 吗 ? 


150 多 年 来 ， 人 们 普遍 认为 ， 不 用 极限 概念 就 不 
能 定义 函数 的 导数 ， 也 就 不 能 严谨 地 讲述 微 积 4 

但 是 ,普遍 承认 的 事 并 不 一 定 就 是 对 的 。 

在 数学 家 眼 里 ,没有 证 明 的 命题 总 是 可 以 怀 


疑 的 。 

ШЕЛЕК: 怀疑 一 切 。 

这 里 ,不 是 消极 的 怀疑 ， 而 是 积极 地 思考 分 析 ; 
去 粗 存 精 ， 由 表 及 里 ， 对 不 对 都 要 有 个 说 法 ， 有 个 
根据 。 

用 极限 概念 ， 可 以 严 并 地 定义 函数 的 导数 。 这 并 
不 能 推出 : 不 用 极限 概念 ， 就 不 能 严谨 地 定义 函数 的 
导数 。 

我 们 来 试 试看 ， 能 不 能 改变 150 年 来 形成 的 
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笛 卡 儿 主张 ， 排 疑 解难 ， 要 思考 最 简单 的 、 基 本 
的 问题 。 

极限 是 什么 ? 不 就 是 “一 个 变化 的 量 无 限 接近 一 
个 固定 的 量 ” 吗 ? 描述 这 样 的 过 程 ， 一 定 要 用 柯 西 一 
魏 尔 斯 特 拉 斯 提出 的 那么 擂 口 的 є 语言 定义 吗 ? 

例如 ， 要 描述 “FF(w+h) мА ДАРО 时 无 限 接近 
于 a”， 有 没有 比 s 语 言 定义 更 简洁 明快 的 办 法 ? 

说 (w+) 接近 于 a， 无 非 是 说 IF(w+h) -al 很 
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小 罢了 。 

很 小 ， 小 到 什么 程度 ? 1F(w+h) -al <0. 00001 
行 不 行 ? 

不 行 , 这 里 要 的 是 无 限 接近 ， 可 能 小 到 
0. 000001, 0. 0000001, 0. 00000001, ，…。 总 不 能 在 右 
端 写 上 无 穷 多 个 数 吧 ? 

用 字母 代替 数 ， 一 个 字母 不 是 可 以 代替 无 穷 多 
数 吗 ? 

但 是 ， 这 个 字母 要 代表 的 是 能 够 无 限 接近 于 0 的 
正 数 。 怎 样 能 保证 一 个 字母 所 代替 的 数 能 够 无 限 接近 
于 0 呢 ? 

解 铃 还 须 系 铃 人 ! 解决 问题 的 思路 ， 常 常 隐 含 在 
可 题 本 身 之 中 。 问 题 说 的 是 “Fu +h) 当 h 趋 于 0 时 
无 限 接 近 于 a”， 这 里 不 是 有 一 个 现成 的 趋 于 0 пу А 7? 
趋 于 0， 也 就 能 够 无 限 接近 于 0 了。 就 地 取材 ， 就 用 不 
等 式 IF(w +h) -al <1h| 来 描述 “F(wu+h) 当 有 hh 趋 于 
0 时 无 限 接近 于 a”， 好 不 好 ? 

如 果 不 等 式 IF(wu+h) -al < hl 成立， 当然 能 够 


保证 在 hh 趋 于 0 时 F(u+h) 无 限 接近 于 a。 但 是 , 右 
端 何必 一 定 是 1h| 呢 ?31h1，51h1，1001h1， 不 是 都 
可 以 吗 ? 只 要 能 无 限 接近 于 0, h 的 任意 的 固定 售 
数 也 能 无 限 接近 于 0; 因此 ， 只 要 有 一 个 正 数 М, 1 
不 等 式 


IF(u+h) -al <MIhl| 
成 立 ， 就 能 够 保证 (wu+h) 当 h 趋 于 0 时 无 限 接近 
Ға, 

可 是 ， 反 过 来 却 不 一 定 成 立 。F(u+h) КАТ 
0 时 无 限 接 近 于 a， 不 一 定 非 要 |F(wu+h) -al <MIhl 
成 立 不 可 。 例如， 不 等 式 

IF(u+h)-al <M (ЛАГ 
也 能 够 保证 (wu +h) ЧА ТО 时 无 限 接近 于 а! 

也 就 是 说 ,不 等 式 I|F(u+h)-al < Міл 
F(u+h) 当 hh 趋 于 0 时 无 限 接近 于 4 的 充分 条 件 ， 而 
不 是 必要 条 件 。 

到 现在 ， 简 化 极限 概念 的 任务 ， 只 完成 了 一 半 。 

宋朝 宰相 赵普 说 ， 半 部 《论语 》 可 以 治 天 下 。 
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简化 极限 概念 这 个 任务 的 男 外 一 半 ， 和 暂时 等 一 
下 。 我 们 来 看 看 ， 这 半 步 的 进展 ， 能 给 微 积 分 带 来 什 
么 变化 。 

回 到 函数 的 导数 概念 问题 。 前 面 说 过 ， 在 户 趋向 
于 0 的 过 程 中 ， 表 达 式 


Е(и+ћ) – Е(и) 
һ 


的 极限 ， 就 叫做 函数 Р(х) Ех и ЙК ЕД» М /би) 
表示 Е(х) х= и 处 的 导数 ， 则 在 hh 趋向 于 0 的 过 程 


Fl(u+h)—-F(u) 
h 


н; Жи) АВТ, ЖА ЕНУ 


“ 半 步 ”成 果 ， 只 要 有 正 数 W 使 不 等 式 


Е(и+ћ) -Е(и) 
h 


—/(и)| <MIhI 


Е(и+ћ) – Е(и) 


Л 和 f(w) 无 限 接近 了 。 


成 立 ， 就 能 保证 

上 面 的 不 等 式 里 有 分 母 h4， 要 限制 hh 不 为 0。 如 
果 去 分 母 改变 形式 ， 得 到 不 含 分 式 的 不 等 式 ， 则 可 用 
它 来 建立 函数 导数 的 男 类 定义 : 


强 可 导 函 数 及 其 导数 的 定义 ВЖ Р(х) (Е 
[а,Ь] 上 有 定义 。 如 果 有 一 个 在 [а,Ь] 上 有 定义 的 
Ох) 和 正 数 М, (197 [а,Ь] 上 任意 的 x 和 
x + 瑚 ， 有 下 列 不 等 式 : 

[I(F(x+h) -F(x)) —/(х)Һ\ «МА? (1) 
则 称 Р(х) Е [а,Ь] 上 强 可 导 ,， НКЛ) д Р(х) 
的 导数 ， 记 作 

Е'(х) = (х) 

显然 ，(1) 可 以 写成 等 价 的 等 式 

F(x+h) -F(x) =f/(x)h+M(x,h)h (2) 

这 里 M(x,h) 是 一 个 在 区 域 { (x,h):xel[a,b],x+he 
[а,Ь 上 有 界 的 函数 。 

这 个 定义 和 150 年 来 教科 书 上 的 е 语言 定义 有 两 
点 不 同 : 一 个 不 同 是 用 不 等 式 而 不 是 用 极限 概念 来 表 
达 导 数 应 当 满 足 的 条 件 ; 另 一 个 不 同 ， 是 在 区 间 
[а,Ь] 上 而 不 是 在 一 个 点 定义 导数 。 因 此 ， 用 强 可 导 
这 个 词 ， 以 示 区 别 。 

按照 这 样 的 定义 ， 既 不 需要 牛顿 的 神秘 的 无 穷 小 
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ш, т Ч — РТИ СТ Й є 语言 极 
限 概 念 ， 在 初等 数学 的 范围 内 开辟 出 一 块 微 积分 的 
领地 。 

原来 认为 很 难 理解 的 导数 概念 ， 用 一 个 不 等 式 就 
搞定 了 。 既 简单 ， 又 严谨 。 

不 等 式 与 方程 是 相通 的 。 定 义 中 的 〈1) 换 成 等 
价 的 等 式 (2) ， 不 等 式 就 成 了 方程 。 函 数 的 导数 ， 就 
是 满足 一 个 方程 的 未 知 函 数 。 

笛 卡 儿 主张 : 一 切 问 题 化 为 数学 问题 ， 一 切 数学 
问题 化 为 方程 。 

陈省身 说 ， 方 程 是 好 的 数学 。 

方程 帮 有 我们 解决 了 导数 定义 的 难题 。 

前 辈 数 学 大 师 的 眼光 ， 敏 锐 而 深 喧 。 


导数 新 定义 初试 锋芒 


上 一 节 里 提出 的 导数 新 定义 里 的 不 等 式 ， 有 一 个 
直观 简洁 的 解释 。 


在 不 等 式 (1) 的 左 端 ， 是 两 个 部 分 的 差 的 绝对 
值 : 一 个 部 分 是 (F(u+h) - FPCz) ) ， 通 常 称 为 F(x) 在 
x*=u 处 的 差分 ; 另 一 部 分 是 /(u)h， 通 常 称 为 (x) 在 
кеи ДЬ: h 叫做 步 长 。 这 样 一 来 ， 不 等 式 (1) 
的 意思 ， 就 是 “差分 与 微分 之 差 ， 与 步 长 平方 之 比 有 
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定义 有 了 ， 并 非 万 事 大 吉 。 定 义 是 演绎 推理 展开 
系统 的 基本 点 。 和 定义 本 身 简洁 明快 固然 好 ， 能 够 使 系 
统 轻松 利落 地 展开 则 更 为 重要 。 下 面 会 看 到 ， 新 的 导 
数 定义 ， 把 微 积 分 里 一 系列 重要 的 基本 命题 的 推导 ， 
都 变 得 简单 了 ， 容 易 了 。 

首先 要 消除 一 个 疑虑 : 用 不 等 式 来 定义 R(x) 的 
导数 ， 这 导数 是 不 是 唯一 的 呢 ? 不 等 式 似乎 比较 宽 
松 ， 满 足 一 个 不 等 式 的 数 或 式 子 往往 不 止 一 个 。 如 果 
满足 不 等 式 (1) Ах) КЕ, ЖИ 
数 F(x) 的 真正 的 导数 呢 ? 


因此 ， 首 先 要 证 明 : 满足 强 可 导 定 义 的 R(x) 的 


导数 /x) ， 如 果 有 ， 一 定 是 唯一 的 。 


3 
主 
数 
学 
讲 
Е 
专 
辑 


& |+ |ш | |+Е|Ж|ҥ | 


S| 


强 可 导 定 义 下 导数 的 唯一 性 的 证 明 用 反 证 法 ， 
х) 和 8&(x) 都 满足 定义 中 的 条 件 ， 由 (2) 式 得 : 
К(х+А) —Е(х) =f(x)h+M(x,h)h’ 
F(x+h)—F(x) =g(x)h+M (х,А)А 

两 式 相 减 得 : 
0=(f(x) -g(x))h+ (M(x,h) -M(x,h) )h 
ЖН и (и) -g(u) =450, 由 于 M(x,h) 和 
Mi(x,h) 有 界 ， 可 知 有 正 数 М 使 得 
ldhl =1(f(u) -g(u) hl «МА 


Bldl <MIh|I, 当 Ihl < 


d 
二 时 推出 矛盾 。 证 毕 。 


学 过 高 等 数学 的 读者 会 感到 ， 这 里 的 证 明 比 通常 
的 极限 唯一 性 的 证 明 要 简单 。 当 然 ， 这 点 好 处 不 在 话 
下 ， 下 面 会 看 到 更 大 的 好 处 。 

有 了 唯一 性 ， 求 函数 的 导数 就 方便 多 了 。 利 用 代 
和 人 不等式 (1) 或 方程 (2) 直接 验证 的 方法 ， 马 上 
就 知道 : 

常数 的 导数 为 0: С' =0; 


一 次 函数 的 导数 为 常数 : (ах+5)'=а; 
两 函 数 之 和 的 导数 等 于 两 导数 之 和 : 
(К(х) +С(х))'=К'(х) +С'(х) 
图 数 常数 倍 的 导数 等 于 导数 的 常数 倍 : 
(сЁ(х))' = сЕ'(х) 
下 面 用 几 个 简单 的 例子 ， 说 明 用 定义 直接 验证 求 
导数 的 方法 : 
例 1 知道 了 F(x) 在 [a, b] 上 的 导数 是 f(x)， 
Ж ОК(сх+а4) (а<сех+а<Ь) 
解 0 К(сх+а) = С(х), Л 
G(x+h) -G(x) = Е(с(х+ћ) +а) - Е(сх+а) 
= (сх +4) (сћ) + M(cx +d,ch) (ch)? 
= («/(ех +d))h+M (х,Һ)һ? 
由 M(x,h) 的 有 界 性 可 以 推出 М, (х, А) = с М(сх 
+d,ch) 有 界 ， 这 推出 (F(cx+d))'=cf(cx +4) 
例 2 求 F(x) =x 在 [a, Б] 上 的 导数 。 
解 F(x+h) -Fx)=(x+h) -x 
=3xh+(3x+h)h 
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由 (3x + һ) 的 有 界 性 可 以 推出 (二 ) "=3x 。 
类 似 地 可 以 求 出 


(х*)' = пх"! 


例 3 求 F(x) = 一 在 [a,] (0 <a<4b) 上 的 导数 。 


1 1 h 
ЗР БЕТТЕ 


1 1 
х? х(х+А) 


h № 


т 
x х (х+А) 


在 [a, 2) 上 有 界 ， 推 出 
Ттр. 


从 例 2 看 出 ， 所 有 多 项 式 函 数 都 是 强 可 导 的 。 求 
导 公 式 的 获取 也 很 简单 : 把 Р(х + А) 96, ЖА 
1 次 项 的 系数 ， 就 是 FUx) 的 导数 。 

说 起 来 有 趣 ， 在 牛顿 之 前 ， 有 些 数 学 家 在 研究 导 


数 时 ， 对 多 项 式 函 数 求 导 用 的 就 是 这 种 方法 。 但 是 他 
们 对 于 更 多 的 其 他 函数 ， 找 不 到 求 导数 的 方法 。 因 而 
这 种 直截了当 的 方法 得 不 到 深 和 发展， 后 来 才 被 牛顿 
的 神秘 无 穷 小 所 取代 。 

导数 是 研究 函数 性 态 的 方便 的 工具 。 例 如 ， 如 果 
F(x) 的 导数 A(x) 在 [a,b] 上 非 负 ( 正 )， 则 F(x) 
在 [а,Ь] 上 单调 不 减 ( 增 )。 这 个 基本 的 重要 事实 ， 
在 s 语言 的 定义 下 证 明 起 来 要 绕 一 个 很 大 的 圈子: 这 
个 事实 是 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 推出 来 的 ; 拉 格 朗 日 中 
值 定理 的 证 明 要 用 到 罗 尔 定理 ; 罗 尔 定理 的 证 明 要 用 
到 连续 函数 在 闭 区 间 上 取 到 最 大 值 的 性 质 ， 而 这 个 性 
质 的 证 明 要 用 到 连续 函数 的 定义 和 实数 理论 中 的 一 个 
基本 定理 ! 

世界 上 每 年 都 会 有 上 和 干 万 的 大 学 生 学 习 微 积 
当然 要 和 学习“ 如 采 F(x) 的 导数 非 负 则 F(x) 单 调 不 
减 ” 这 样 的 命题 。 但 是 ， 其 中 百 分 之 九 十 以 上 的 人 ， 
弄 不 明白 它 的 道理 。 在 非 数学 专业 的 高 等 数学 教材 
中 ,干脆 放弃 了 让 学 生 明 白 这 条 命题 的 努力 ， 只 要 求 
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ЕЛЕЕ Г: 


会 用 就 行 了 。 

采用 了 强 可 导 的 定义 ， 情 况 有 了 根本 的 变化 。 只 
要 从 定义 出 发 ， 直 截 了 当地 就 能 给 出 这 条 极其 重要 的 
基本 命题 的 证 明 : 

导数 不 变 号 则 函数 单调 的 证 明 设 /(x) 在 
а,Ь) 上 和 恒 非 负 ， 满足 强 可 导 的 定义 

I(F(x+h) -F(x)) -fx)hlsMh 

要 证 明 F(x) 在 [а,Ь] 上 单调 不 减 。 

证 明 用 反 证 法 。 设 有 两 点 uw 和 w+h (h>0) 
使 得 FUz+A) -К(и) =d<0; 将 区 间 [и, w+h] 等 


分 为 " 段 ， 其 中 必 有 一 段 [w，o+ 二 ] 使 得 


ае 26 
п п 
һ А 
因为 fv) 宇 0, РЕ лу шй = щш. 
非 正 ， 于 是 得 : 
4 h h\” 
он) во -A .<u 


п> р 

ЖШ, #50) Е [a, 5] 上 恒 非 正 ， 则 F(x) 
在 la, 5b] 上 单调 不 增 。 

想 想 原来 绕 的 大 圈子 ， 如 此 简单 的 论证 令 人 
әр» 

本 来 ， 是 用 不 等 式 之 间 的 关系 定义 极限 ， 用 极限 
定义 图 数 的 导数 ， 再 用 导数 性 质 来 推导 有 关 函 数 的 不 
等 式 (单调 性 就 是 一 些 不 等 式 !) ， 所 以 绕 了 圈子 。 现 
在 直接 从 不 等 式 推 不 等 式 ， 可 说 是 返 现 归 真 。 这 样 
看 ， 就 没有 奇怪 之 处 了 。 

前 面 指 出 ， 常 数 的 导数 为 0。 于 是 ， 导 数 为 正 的 
基数 严格 递增 ， 导 数 为 负 的 函数 严格 递减 。 

常数 的 导数 为 0， 导 数 为 0 的 函数 是 不 是 常数 呢 ? 
现在 可 以 清楚 了 : жт/\х){Е [a, Б] 上 恒 为 0， 由 于 
Гох) ЛЕРД, 故 Ех) ТЕ [a, 5] 上 单调 不 减 ; 又 由 
于 f(x) 恒 非 正 , 故 F(x) 在 La, Б] 上 单调 不 增 ; 从 
而 F(x) 在 [a,b] 上 为 常数 。 


时 推出 矛盾 ,证 毕 。 
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也 就 是 说 ， 在 区 间 上 导数 为 0 的 函数 为 常数 。 

这 推出 : 在 区 间 上 导数 相等 的 两 个 盟 数 之 差 ， 是 
一 个 常数 。 

数学 家 看 问题 ， 常 常 是 举一反三 。 考 虑 了 导数 相 
等 的 两 个 函数 ， 马 上 就 联想 到 导数 不 相等 的 两 个 
函数 。 

没 F(x) 和 G(x) 在 La,b] 上 强 可 导 ， 导 数 分 别 为 
fA(x) 和 g(x)。 如 果 在 [a,b5] 上 总 有 f(x) 宇 g(x)， 则 
F(x) - G(x) 的 导数 非 负 ， 所 以 F(x) - G(x) 在 [a,b] 
上 单调 不 减 ， 因 而 

Е(а) -Gla)<F(b) -CCD) 


这 推出 : 
G(b) -Gl(a)<F(b) -F(a) 
也 就 是 说 : 在 同一 个 区 间 上 ， 导 数 较 大 的 函数 ， 总 的 
增长 量 也 较 大 。 
这 等 于 说 ， 在 同一 时 间 内 ， 速 度 较 快 的 车 跑 的 路 
较 多 。 
如 采 两 个 函数 中 ，G(x) 是 一 次 函数 , 设 C(x) = 


ох, а(х) =v; ВИЕ х) >а(х)%ЁЛАЛ /\х) > 
>; 结论 6(5) -С(а)<К(Ь) - F(a) 就 成 了 
v(b-a)<F(b) -F(a) 
[|], 4/0) <и ВЗ 
Е(БЬ) - Е(а) <и(Ь-а) 
ЛЖ, ЖЛЕ) О БВ Т РЕЖ НИЕ РЕ, 


不 妨 叫 做 
估 值 定理 Еа, ЕД К'(х) =/(х), Й?Н 
0< (х) <и 时 有 


0(Ь-а) <Е(Ь) –- Е(а) <и(Ь-а) 

估 值 定理 所 起 的 作用 ， 相 当 于 原来 微 积分 教程 中 
的 中 值 定理 。 

回头 看 看 ， 在 这 几 页 篇 幅 内 ， 得 到 了 多 少 东 西 
啊 ! 在 传统 的 高 等 数学 课程 里 ， 这 些 内 容 够 讲 1 个 月 
了 ， 而 且 很 难说 得 如 此 清楚 呢 。 

选择 定义 ， 是 多 么 重要 ! 


S| 
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在 历史 上 ， 三 角 隆 数 和 对 数 函 数 的 值 的 计算 ， 耗 
费 了 许多 数学 家 和 科技 人 员 大 量 的 劳动 。 

现在 有 了 计算 器 ， 轻 轻 一 按 ， 就 能 得 到 所 要 的 各 
种 常见 函数 的 函数 值 。 

计算 器 是 按 程 序 工 作 的 ， 程 序 是 人 按 一 定 的 公式 
或 算法 编写 的 。 只 要 有 了 把 清 数 值 的 计算 化 为 四 则 运 
算 的 公式 或 算法 ， 编 写 程序 就 有 了 依据 。 

数 积分 里 的 泰 劳 公式 ， 就 是 把 函数 的 值 的 计算 归 
结 为 四 则 运算 的 最 常用 的 公式 。 

每 本 数学 手册 上 都 会 有 泰 劳 公式 ， 学 过 高 等 数学 
的 学 生 都 知道 泰 劳 公式 。 但 是 ， 这 个 公式 是 如 何 推出 
来 的 ， 非 数学 专业 的 学 生 很 少 能 说 得 清楚 。 

又 一 次 说 明 ， 基 于 柯 西 的 极限 概念 建立 的 微 积 
分 ， 在 数学 上 虽然 是 辉煌 的 贡献 ， 但 在 教育 上 却 并 不 
成 功 。 


泰 劳 公式 ， 写 出 来 就 是 : 


F(u+h)=F(u) вО, 
Е) (и)А" 
Ер И 


Жр (ш) л Р(х) 72 阶 导数 在 x=w 人 处 的 值 。 
所 谓 F(x) 的 2 阶 导 数 ， 就 是 (x) 的 导数 的 导数 ; 
F(x) 的 2 阶 导数 的 导数 叫 3 阶 导 数 ; 这 样 递 推 可 以 定 
Х Е(х) п З. Е (ш) жт Р(х) ВЕ ИВЕ 
х= и 处 的 值 ， 约 定 F" (ш) Яе Е(и) 。 

奈 劳 公式 表明 ，F(w +h) 可 以 近似 地 展开 成 h 的 


п ГО 2 
n -1 次 多 项 式 ， 其 中 的 次 项 的 系数 是 0 а 


后 一 项 R,(w,h) 是 误差 .叫做 泰 劳 公式 的 余 项 。 
Ш Р(х) деп 1 次 多 项 式 , 把 F(w +h) 展 开 成 
h 的 多 项 式 ， 得 到 的 正 是 余 项 为 0 的 泰 劳 公式 。 举 一 
反 三 ， 数 学 家 发 现 了 对 一 般 函 数 成 立 的 泰 劳 公式 。 
关键 是 要 估计 余 项 有 多 大 。 如 果 对 余 项 没有 个 佑 
计 ， 或 者 余 项 很 大 ， 泰 劳 公 式 就 毫 无 用 处 。 
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所 谓 推导 泰 劳 公式 ， 就 是 对 它 的 余 项 进行 有 效 的 
估计 。 
把 w 看 成 常数 ,，h 看 成 变量 ， 


С(Һ) =F(u+h) – (К(и) +F’'(u)h 


Fu)h’ Ny з И ҮЕ 1 
ы 2 (п-1)! | 


则 С(А) = Ri(u,h)。 要 估计 的 就 是 CG(h)。 
具体 一 算 便 知 ，C(0) =0, 而 且 当 x=0 时 G(x) 
从 1 阶 到 nn-1 阶 的 导数 均 为 0; 至 于 G(x) 的 nn 阶 导 
Ж, ХЕ Р (w+x)。 
下 面 说 明 ， 如 果 和 w+h 都 在 La,b5] 上 ,并且 
ГЕ (x)1<M 在 [a,6] 上 成 立 ， 则 有 估计 式 : 


АСА ЭЕ 
п\ 


这 是 很 不 错 的 估计 。 按 这 个 估计 ， 只 要 壮 够 大 ， 
用 泰 劳 公式 计算 出 来 的 函数 值 就 能 够 精确 。 

我 们 以 n=4 为 例 ， 说 明 推导 的 思 

推导 的 基本 依据 ， 是 上 一 节 得 到 的 函数 的 增长 量 


和 导数 的 大 小 之 间 的 关系 : 在 同一 个 区 间 上 ， 号 数 较 
大 的 函数 ， 总 的 增长 量 也 较 大 。 

当 w+tx 在 [a,b] 上 时 , x 在 [a-wu,b-wuj] 上 。 记 
A=a-u,B=b-u; 则 x 在 [4,B] 上 。 

Нуи а,Ь) Е, ИДА =а-и<0,В=Ь- иг 


0. 
为 确定 ， 不 妨 只 考虑 h>0 的 情形 。 
估计 的 出 发 点 是 1F%W (и+х) «М, 也 就 是 
1C4 (х)1\<М, 80 
-М<Сс% (х) = М 
由 于 (MWz) = М, (С (х))' = С (х), ( ~ Мх)' = 
-М, ЗТД, НЕКА Н 
-М(Һ-0)<С%(Һ) - С (0) <М(А 0) 
但 是 C (0) =0， 故 有 
-МЬВ<С° (А) < МҺ 
由 于 又 有 (М) =мх,(с'(х))' = co (х), 


| -学 ) = -Mx, 所 以 ， 由 上 面 的 不 等 式 和 G6"(0) =0 


Е МА? МА? 


з к 


[1] 


жж (М \' =М# (с (а) = б°(»),(-")'= 


一， 所 以 ， 由 上 面 的 不 等 式 和 C6'(0) =0 推出 


3 


se (С(х))' = С'(х),(- „Ме 


= 一， 所以， 由 上 面 的 不 等 式 和 С'(0) =0 推出 


这 就 是 我 们 想 要 的 1C(A) 1 


上 面 考虑 的 是 ”=4 的 具体 情形 ， 不 大 其 烦 地 把 


同一 个 推理 方式 重复 了 4 次 。 
生 巧 ， 看 出 规律 了 : 对 一 般 的 n， 用 有 限 数 


学 归 纳 ， 一 次 推理 就 能 成 功 。 
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成 功 后 的 反思 


在 简化 极限 概念 的 路 上 ， 才 前 进 了 半 步 ， 就 有 了 
想象 不 到 的 效果 。 | 

微分 学 的 几乎 所 有 重要 的 基本 结果 ， 都 得 到 了 。 
ИЯ, ПТ 

我 们 发 现 ， 建 立 微分 学 ， 可 以 不 用 极限 概念 。 

但 是 也 有 代价 。 这 里 的 可 导 和 传统 的 可 导 有 些 不 
同 ， 这 里 的 可 导 是 强 可 导 。 

容易 证 明 ， 所 有 的 初等 函数 ， 科 学 技术 活动 中 用 
到 的 几乎 所 有 的 函数 ， 都 是 强 可 导 的 。 原 来 所 有 的 求 
导 公式 ， 在 强 可 导 的 意义 下 仍然 成 立 。 

但 也 有 些 函 数 的 个 别 点 处 ， 在 传统 的 意义 下 可 
导 ， 但 不 是 强 可 导 的 。 

例如 ， 函 数 F(x) =х'{Ех=0 处 可 导 ， 但 在 包含 
x =0 这 点 的 任意 区 间 上 却 不 是 强 可 导 的 。 当 然 ， 在 不 
包含 此 点 的 闭 区 间 上 是 强 可 导 的 (下 页 图 6 一 5)。 
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6-5 


为 什么 会 有 这 样 的 差别 ? 

前 面 说 过 ， 用 不 等 式 IF(w+h) -al <MIh| 来 描 
述 “F(w+h) 当 h 趋 于 0 时 无 限 接近 于 a”， 是 一 个 充 
分 条 件 ， 不 是 必要 条 件 。 

如 何 才能 把 充分 条 件 变 成 充分 必要 条 件 呢 ? 

只 有 把 hh 换 成 一 个 更 一 般 的 ， 以 4 为 变量 的 孙 
数 。 这 个 函数 在 h 趋 于 0 的 过 程 中 应 当 越 来 越 小 ， 无 
限 接近 于 0。 

关键 是 寻找 严谨 而 简明 的 数学 语言 ， 来 刻画 这 样 
的 函数 。 

越 来 越 小 可 以 用 单调 性 来 表示 ， 无 限 接近 于 0 可 


以 用 “倒数 无 界 ” 来 表示 。 
这 样 一 来 ， 就 有 了 一 种 刻画 “PCu +h) А 
0 时 无 限 接近 于 ”的 方法 ， 也 可 以 看 成 是 函数 极限 
的 新 定义 : 
函数 极限 的 不 等 式 定义 “ 设 函 数 F(x) 在 * = 附 
近 有 定义 ;如果 存在 一 个 在 [0,#] 上 递增 非 负 的 函数 


4), Ну (0, Н) БЕЖ, РН > 1h1 >0 


时 有 
ІЕ(и +ћ) -а1<4(1Һ1\) 

就 说 : мх Ти В Р(х) а 为 极限 。 

容易 证 明 ， 这 个 定义 和 语言 的 函数 极限 定义 等 
价 。 类 似 地 ， 用 不 等 式 也 可 以 定义 数列 的 极限 。 这 些 
定义 ， 相 关 的 应 用 和 推理 ， 以 及 和 e 语言 的 极限 定义 
的 等 价 性 ， 见 《从 数学 教育 到 教育 数学 》 一 书 (四 
川 教育 出 版 社 ，1989 年 7 月 第 一 版 ， 成 都 ;台湾 九 章 
出 版 社 ，1996 年 9 月， 台北 ; 中 国 少年 儿童 出 版 社 ， 
2005 年 1 月 ， 北 京 )。 
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用 了 也 数 d(x)， 就 可 以 把 强 可 导 的 定义 ， 扩充 
为 更 广泛 的 一 致 可 导 的 概念 : 

一 致 可 导 函 数 及 其 导数 的 定义 Р(х) 在 
[a,b] 上 有 定义 。 如 果 有 一 个 在 [a,b1] 上 有 定义 的 函 
ЖГ (x)， 和 一 个 在 [0,5 -xj 上 递增 非 负 的 函数 


а(х), ну. -a] 上 无 界 ， 使 得 对 [a,5] 上任 


意 的 x 和 x+h， 有 下 列 不 等 式 : 
[(F(x+h) -F(x)) бә) |<|Һа(1Һ1)| (1) 
则 称 F(x) 在 [a,b] 上 一 致 可 导 ， ЗЕН) д Р(х) 
КЧЭ, ИЕ Р(х) =f(x)。 

显然 ，(1) 可 以 写成 等 价 的 等 式 
F(x+h) —Ё(х) =/(х)һ + М(х,Һ)һа(1Һ\) (2) 


:这 里 M(x,h) 是 一 个 在 区 域 i(x,h):xe[a,bl,x+he 


а,Ь) БЖЖ, 

在 上 面 这 个 定义 中 ， 取 d(x) = Mx， 就 得 到 强 可 
导 的 定义 。 可 见 ， 强 可 导 是 一 致 可 导 的 特 款 。 强 可 导 
函数 也 是 一 致 可 导 的 ， 但 反 过 来 不 一 定 对 。 图 6 -5 


中 的 那个 函数 在 包含 * = 0 的 区 间 上 不 是 强 可 导 的 ， 
但 却 是 一 致 可 导 的 (到 d(x) = Маг), 

其 实 ， 等 式 (2) 本 质 上 就 是 用 微分 表示 线性 主 

部 的 传统 方法 : 

F(x+h) - F(x) =F'(x)h+0(h) 
其 中 0(h) 是 的 高 级 无 穷 小 。 强 可 导 和 一 致 可 导 ， 
都 是 把 0(h) 强 化 和 具体 化 为 Wi2 和 Mhd() ,4(Һ) а] 
以 是 如,a >0 就 行 ; 一 般 地 d(h) 是 无 穷 小 就 行 。 但 无 
穷 小 是 尚未 定义 的 东西 ， 单 调 性 和 无 界 性 则 是 熟悉 
的 ， 或 比较 容易 理解 的 概念 。 

字母 d 对 应 于 希腊 字母 5， 打字 比 6 方便; 有 判 
别 之 意 。 

前 面 关于 强 可 导 函 数 的 一 系列 命题 的 证 明 ， 作 很 
少 的 改变 ， 就 都 适用 于 一 臻 可 导 函 数 。 

一 致 可 导 的 概念 和 通常 用 极限 定义 的 可 导 的 概 
念 ， 差 别 实际 上 只 有 一 点 : 一 致 可 导 是 在 区 间 上 定义 
的 ， 相 当 于 极限 过 程 的 不 等 式 是 一 致 成 立 的 ， 通 常 的 
可 导 则 是 在 一 个 点 定义 的 ， 不 同 点 处 的 极限 过 程 可 能 
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是 不 一 致 的 。 

一 致 可 导 的 函数 以 及 它 的 导数 ， 都 具有 连续 性 。 
直观 地 说 ， 其 图 像 一 定 是 一 条 连续 的 曲线 。 通 常 连续 
性 是 这 样 用 数量 关系 来 刻画 的 ， 如 果 当 户 趋 于 0 时 
f(u+h) Ри), Л (х) 在 x =w 处 连续 。 
用 不 等 式 表示 ， 就 是 | f(x +h) -f(x)l<d(lhl ) 当 
х = и 时 成 立 ， 而 且 当 不 同时 函数 4d (х) 可 能 不 同 。 

车 (x) 一致 可 导 ， 由 定义 , 按 (2) 有 

F(x +h) -F(x) =f(x)h +M(x,h)hdi( hl) 
交换 x 和 x +h 又 得 到 

F(x) -F(x+h) 

=f(x+h)( -Һ) + М(х +А, А) (Аһ) (1А) 

两 式 相 加 ， 约 去 4 并 整理 可 得 . 


х +h) -f(x) 1 «а(ТА) (3) 
当 Е(х) 强 可 导 时 ， 则 有 
|/\х+һҺ) -f(x)|<MIhl. (4) 


我 们 称 在 [а,Ь] 上 满足 (3) 的 函数 f(x) 在 
[a,b] 上 一 致 连续 ; 称 满足 (4) П (х) 在 


[а,Ь] 上 强 连 续 (通常 说 是 满足 李 普 西 兹 条 件 )。 于 
得 到 : 
导数 的 连续 性 Р(х) 在 [a,b] 上 一 臻 
( 强 ) пе, ШЕТ (х) 在 [a,b] 上 一 致 ( 强 ) 
连续 。 
附带 提 一 下 ， 从 定义 可 以 看 出 : 者 F(x) 在 
La,b] 上 一 致 可 导 , 则 F(x) 在 [а,Ь] 上 强 连续 。 


ПШ 


抛物 线 己 形 的 面积 


求 曲 线 包 围 的 面积 ， 是 比 作曲 线 的 切线 更 古老 的 
问题 ， 其 实际 意义 也 更 为 明显 。 

提起 曲线 ， 除 了 圆 ， 人 们 总 是 首先 想到 抛物 线 。 
2000 多 年 前 ， 古 希腊 的 数学 家 和 物理 学 家 阿 基 米 德 ， 
用 巧妙 的 方法 ， 成 功 地 解决 了 抛物 线 马 形 的 面积 计算 
问题 。 

阿 基 米 德 的 方法 ， 是 专门 来 对 付 抛物 线 的 。 下 面 
我 们 讲 的 方法 ， 却 是 个 一 般 的 方法 。 
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图 6-6 画 出 了 区 间 [0,3] 上 抛物 线 y =f(x) = 


й ан [ш | е |4Е | [|ҥ- [89 


1 + 的 一 段 。 要 计算 这 个 抛物 线 马 形 的 面积 ， 关 键 


是 要 求 出 曲线 下 面 这 个 “ 曲 边 梯形 ”的 面积 ， 即 图 中 
阴影 部 分 的 面积 。 


86-6 


数学 家 解决 问题 ， 有 时 候 会 把 一 个 特殊 问题 化 成 
一 般 问 题 ; 一 般 问题 解决 了 ， 特 殊 问 题 自然 也 解决 
уа 

这 是 因为 ， 有 时 在 一 般 化 的 过 程 中 ， 问 题 的 本 质 
可 能 更 充分 地 暴露 出 来 。 


ШЕ 6-7, 在 [0,3] 上 取 一 个 点 zx， 只 考虑 x 
左边 的 这 部 分 面积 〈 即 图 6-7 中 阴影 部 分 的 面积 ) ， 
这 块 面积 也 是 х 的 函数 ， 就 叫做 F(x) 。 如 果 知 道 了 
Р(х) 的 表达 式 ，F(3) 不 就 是 要 求 的 面积 吗 ? 


8 6-7 
为 了 研究 F(x) 的 性 质 ， 我 们 进一步 观察 差分 
F(x+h) -和 COx)， 它 就 是 下 页 图 6-8 中 在 区 间 
[x,x+h] 上 的 这 块 阴影 部 分 。 
此 阴影 部 分 和 这 段 曲线 下 由 粗 虚线 围 成 的 矩形 面 
积 /(x)h 之 差 .不 超过 上 方 细 实 线 围 成 的 矩形 面积 


& |+ | | || |ҥ || 


& || #|ж || [ҥ | 


Ih(flx +h) -f(x))1 = | -| 
Е _ . һ| <3h 


于 是 得 到 [0,3] 上 的 不 等 式 
I (F(x+h) -F(x)) -f(x) hl <3h 
由 定义 可 知 正 强 可 导 并 且 


Е'(х) =f(x) =1 +7 
НЕР НУК ААП 


(+0), 1+7 


所 以 PFCs) Жї (х + )}{4#—1 ЖЖ, 80 


3 


(2) (+7) +С 


根据 下 的 定义 可 知 F(0) =0， 由 此 定 出 C=0， 即 


х 
Е 二 XxX 十 一 
(х) =х 5 


于 是 所 求 的 曲 边 梯形 的 面积 为 (3) = 一 ， 而 上 方 的 


抛物 线 马 形 面积 为 二 2, 
这 里 的 方法 比 阿 基 米 德 的 方法 简单 ， 而 且 有 普 


这 个 方法 的 一 般 化 ， 就 是 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 ， 
它 是 微 积分 学 诞生 的 标志 ， 也 叫做 微 积 分 基本 定理 。 


现在 ， 我 们 来 考虑 一 般 的 曲线 下 的 曲 边 梯 形 的 面 
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Д„ Ш@6-—9р, Ж (х) 的 曲线 在 [a, Ь] 上 
形成 的 曲 边 梯形 的 面积 ,叫做 作 x) 在 [а,Ь] 上 的 
定 积 分 ， 记 作 : 


[ad 


/о)-аук--- 


这 个 表达 式 里 的 变量 4 可 以 换 成 其 他 的 字母 ， 例 
如 写成 
[хуа 
其 意义 相同 ， 都 代表 这 块 面积 。 


你 一 定 会 想到 ， 如 果 A(x) 的 函数 值 在 【a,6] 
上 不 是 非 负 的 ， 曲 线 有 些 部 分 到 * 轴 下 面 了 ， 这 块 面 


积 又 是 什么 ?我 们 可 以 设想 ， 给 Kx) 加 上 一 个 数 4， 
使 得 

g(x) = (х) +А >0 
也 就 是 说 ,把 /(x) 的 曲线 向 上 平移 到 х 轴 的 上 方 ， 
得 到 g(x) 的 曲线 ， 再 从 g(x*) 的 曲线 形成 的 曲 边 梯 
形 的 面积 里 ， 去 掉 因 平移 而 增加 的 面积 ， 就 作为 /(x) 
在 [а,Ь] 上 的 定 积分 : 


[Жою = [о а И эш) 


因此 , 0/0) 非 负 ， 并 不 失去 一 般 性 。 

下 面 的 做 法 ， 恰 如 上 节 对 抛物 线 下 的 曲 边 梯形 所 
作 的 一 样 。 

ШЕЙ 6-9, 在 [a,b] 上 取 一 个 点 x， 只 
虑 x 左边 的 这 部 分 面积 ， 即 图 中 竖 直 线条 阴影 部 分 的 
面积 ， 这 块 面积 也 是 x 的 函数 ， 就 叫做 Р(х): 


Р(х) = [доа 


为 了 研究 f(x) 的 性 质 ， 我 们 进一步 观察 差分 
F(x+h) -F(x)， 它 就 是 图 中 在 区 间 [x,x +h] 上 方 
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的 这 块 斜 线条 阴影 部 分 ， 即 
Року рое [ло 


要 估计 这 块 面积 ， 必 须 对 f(x) 的 性 质 有 所 了 解 。 
这 里 我 们 设 /(x) 在 [a,b8] 上 一 致 连续 ， 于 是 有 一 
个 d(x)， 使 得 当 i 在 区 间 [x,x+h] 上 时 有 
(х +10) -fA/(x)l<d(lil)<d( hl) 
从 图 上 看 ， 这 表明 区 间 [x,x +h] 上 的 这 段 曲线 ， 在 高 
З Ка) жал) (х) -d(1h1) 的 两 条 水 平 线 
之 间 。 因 此 ， 区 间 [x,x+h] 上 方 的 这 块 斜 线条 阴影 
部 分 的 面积 〈 即 R(x А) – Р(х) ) 和 宽 为 h 长 为 fx) 
的 矩形 面积 ( 即 f(x)h) 的 差 ， 不 会 超过 d( 1h1)h， 
Вр: 
IF(x+h) - Е(х) - (х) А «а(ТА)А 
这 证 明 F(x) 一 致 可 导 , Н К'(х) =f(x)。 
设 G(x) 是 任何 一 个 满足 С'(х) =/(х) 的 一 致 
п] РАЖ; 由 于 G(x) = 所 (x)， 所 以 G(x) = Е(х) 
+C， 从 而 


б(%) =б(а) =Е(%) (а) = [| ун) 
йл ж НЕ ИЭ 0 ЖД, БИЖАН ҖАЕ 
定理 。 

根据 这 个 公式 ， 只 要 找到 一 个 一 致 可 导 的 郴 数 
С(х) 满足 C(z) =f(x)， 就 能 轻而易举 地 计算 f(x) 
曲线 下 的 曲 边 梯形 的 面积 。 

就 这 样 ， 成 千 上 万 的 面积 计算 问题 ,被 一 举 
解决 ! 

正如 莱 布 尼 效 所 说 ， 掌 握 了 新 方法 的 人 这 样 魔术 
般 做 到 的 事情 ， 却 曾 使 其 他 渊博 的 学 者 百 思 不 解 ! 

微 积 分 方法 从 产生 到 严谨 化 ， 经 历 了 近 250 年 。 

真是 数学 史上 最 生动 、 最 有 趣 、 最 为 激动 人 心 的 篇 
章 ! (关于 这 段 数 学 史 可 参 看 《数学 悖 论 与 三 次 数学 
危机 》， 韩 雪 涛 著 ， 湖 南 科 学 技术 出 版 社 ，2006 年 5 
А.) 读 一 读 这 段 数学 史 ， 我们 可 以 看 到 ， 在 数学 家 
的 眼中 ， 一 个 重要 的 数学 概念 是 如 何 产 生 ， 如 何 发 
展 ， 如 何 从 模糊 变 为 清晰 ， 如 何 从 直观 的 描述 变 为 严 
说 的 定义 的 。 我 们 看 到 ， 数 学 家 也 会 困惑 ， 也 会 出 
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错 ; 但 他 们 坚持 不 懈 ， 前 赴 后 继 ， 一 代 一 代 地 上 下 求 
索 ， 最 后 总 能 从 迷雾 中 发 现 正确 的 道路 。 

不 用 无 穷 也 不 用 极限 概念 ， 居 然 也 可 以 定义 导 
数 ， 并 且 还 严 间 而 简洁 地 推出 了 微 积分 的 一 系列 基本 
结果 ， 这 是 多 年 来 大 家 都 没有 想到 的 ; 用 类 似 的 一 个 
不 等 式 就 能 说 明 极限 概念 ， 这 也 是 多 年 以 来 大 家 都 没 
有 想到 的 。 如 果 当 初 牛 顿 或 莱 布 尼 效 想到 这 个 方法 ， 
第 二 次 数学 危机 就 不 存在 了 ! 如 果 柯 西 或 魏 尔 斯 特 拉 
斯 想到 这 个 方法 ，150 多 年 来 世界 上 大 多 数 的 大 学 生 
就 能 够 真正 学 懂 微 积分 了 ! 250 年 来 众多 卓越 的 数学 
家 曾经 孜孜 以 求 而 不 得 的 东西 ， 原 来 就 在 身边 。 他 们 
的 眼光 也 许 看 得 太 远 ， 以 为 答案 隐藏 得 很 深 ， 因 而 才 
忽略 了 手边 早 就 有 的 不 等 式 和 方程 吧 ! 正 是 : 

“ 众 里 寻 他 千百度 ， 暮 然 回 首 ， 那 人 却 在 ， 灯 火 
阑珊 处 。” 

因为 我 们 站 在 前 辈 的 肩膀 上 ， 所 以 看 得 更 清 
数学 家 的 眼光 ， 一 代 比 一 代 更 敏锐 ， 这 说 明 数 学 确实 
在 前 进 。 还 是 阿 蒂 亚 说 得 好 ， “过 去 曾经 使 成 年 人 困 


惑 的 问题 ， 或许 以 后 连 孩 子 们 都 能 容易 地 理解 。 

前 面 所 说 的 不 用 极限 讲 导数 的 方法 ， 基 本 观念 

两 个 : 一 个 是 在 区 间 上 而 不 是 在 一 个 点 处 定义 导数 ， 

一 个 是 用 不 等 式 代替 (或 表达 ) 极限 概念 。 这 两 个 观 
念 ， 并 非 一 朝 一 夕 所 形成 。 早 在 1946 年 ， 国 外 已 经 有 
人 提出 并 使 用 了 在 区 间 上 定义 导数 的 方法 ; 但 是 ， 真 
正 指出 区 间 上 定义 导数 的 好 处 ， 用 不 等 式 代替 (或 表 
达 ) 极限 概念 ， 并 在 新 的 观念 下 系统 展开 ， 以 至 于 实 
现 微 积分 的 初等 化 ， 则 是 中 国 数学 家 近 20 年 来 的 工 
作 。 林 群 院士 在 实现 微 积分 的 初等 化 的 工作 中 作 了 重 
要 的 贡献 ， 他 指出 在 区 间 上 定义 导数 可 以 大 大 简化 微 
积分 基本 定理 的 证 明 ， 提 出 了 强 可 导 定 义 下 的 不 等 式 ， 
并 且 在 中 学 里 进行 了 教学 实践 。 

微 积分 早已 是 一 门 成 熟 的 学 科 。 微 积分 的 初等 
化 ， 其 意义 在 于 数学 教育 的 改革 。 而 把 微 积分 初等 化 
的 成 果 变 成 教材 ， 在 教学 实践 中 普及 推广 ， 让 成 千 上 
万 的 学 子 受益 ， 还 需要 长 期 的 艰巨 劳动 。 
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